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Attenzione «

Il file non ha alcuna pretesa di correttezza; di fatto, € una riscrittura attenta di appunti, slide, materiale
sparso in rete, approfondimenti personali dettagliati al meglio delle mie capacita. Credo comunque che, per
scopo didattico e di piacere di imparare (si, io studio per quello e non solo per I'esame) questo file possa
essere utile. Semplice si pone, per davvero ci prova.

Thank me sometimes, it won’t kill you that much.

Gabriel
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Insiemi
Unione: AU B
Intersezione: AN B
Differenza: A\ B

Le LEGGI DI DE MORGAN sono due: iniziamo col vedere la prima.

La PRIMA LEGGE DI DE MORGAN afferma che il complementare dell'intersezione di due
insiemi € uguale all'unione del complementare del primo insieme col complementare del secondo

insieme.

In altri termini:

AnB=AUB

La SECONDA LEGGE DI DE MORGAN afferma che il complementare dell'unione di due
insiemi e uguale all'intersezione del complementare del primo insieme col complementare del

secondo insieme.

[n altri termini:

L’insieme N ¢ I'insieme dei numern naturali. I suoi elementi sono tutti 1 numerl interi non negativi.
N=10,1,2,3,456,7,809, ...}

L’insieme Z ¢ I'insieme dei numeri interi relativi. Gli elementi di questo insieme sono tutti i numeri
interi caratterizzati da un segno, che pud essere positivo (+), negativo (-) o nullo: in particolare,
I"'unico elemento con segno nullo & lo zero.

Z=14...,-7,-6,-5,-4,-3,-2,-1,0,1,2,3,4, ...}

L’insieme @ ¢ l'insieme dei numeri razionali relativi, cioé di quei numeri che si esprimono
attraverso una frazione e sono preceduti da segno positivo (+), negativo (-) o nullo.

Gli elementi dell’insieme (@ si presentano nella forma o dove a e b sono due qualsiasi numeri interi
positivi, con b diverso da zero.

cEQ(:)c:%cona,beZeb;tO

L’insieme [ ¢ I'insieme dei numeri irrazionali, cioé di quei numeri che non possono essere espressi
attraverso una frazione. Gli elementi di questo insieme sono tutti i numeri decimali illimitati non

. .. . . . . - . . . 3
periodici, cioé quei numeri per cui non esiste una frazione generatrice: ad esempio m,vZ,v3, /5.

L’insieme R ¢ I'insieme dei numeri reali ed definito come |'unione tra I'insieme dei numeri
razionali e |'msieme dei numeri irrazionali.

R=qQul
Pertanto 1 suoi elementi sono quei numeri che possono essere espressi attraverso una
rappresentazione decimale, sia limitata che illimitata, sia periodica che non periodica: cioé, sono
tutti quei numeri positivi e negativi (zero incluso) che ci vengono in mente e con cui abbiamo a che
fare nella vita di tutti 1 giorni.
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Calcolo combinatorio

* Disposizioni semplici (senza ripetizione)

 Figurano «k» oggetti senza ripetizione ed & gruppo ordinato
(conta l'ordine)

#possi;biii scelte ordinate =n(n—1)..(n—k + 1)
n!
T (n—k)!

Esempio: In quanti modi diversi 5 alunni si possono sedere su 3
sedie numerate?

* Disposizioni con ripetizione

* Tutti i possibili raggruppamenti di okggetti tali che in ciascuno
appaiono k oggetti un massimo di k volte
k
*n

* Esempio: Utilizzando le cifre 1,2,3 quanti numeri di 4 cifre si
possono formare?

* Permutazioni semplici (senza ripetizione)

* Prendo tutti gli n oggetti e formo un gruppo con tutti
questi (conta I'ordine)

* n!

* Quanti anagrammi anche senza senso si possono
formare con la parola LIBRO?

* Permutazioni con ripetizione

* Tutti i possibili raggruppamenti di oggetti tali che in
ciascuno appaiono k oggetti un massimo di k volte

(conta l'ordine) e non tutti gli elementi sono diversi
nl
- —_
s lrg
* Quanti anagrammi anche senza senso si possono

) 1M formare con la parola MAMMA? ___ s
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* Combinazioni semplici (senza ripetizione)

* Prendo tra gli oggetti alcuni tali che ciascun gruppo
differisca dai restanti almeno per uno degli elementi in
esso contenuti (non conta l'ordine)

n!
B —
kl(n—k)!

- Coefficiente binomiale

* Combinazioni con ripetizione

* Prendo tra gli oggetti alcuni tali che ciascun gruppo
differisca dai restanti almeno per uno degli elementi in
esso contenuti un massimo di k volte (non conta

l'ordine)
(n+k-1)!
k!(n—1)!

n = numero di oggetti
k = numero di posti

senza ripetizione di oggetti

con ripetizione r di oggetti

Permutazioni

« nonconta l'ordine

n!
. nek P, =n! P = o
« contal'ordine 1: 72 M-
Disposizioni
n! K
_ - r —_
e Dok =i Do =
« conta l'ordine )
Combinazioni
n! n+k—-1)!
C k= n>k cr —
onEk Tk (n - k)! nk = e —1)!
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Vettori

Un vettore & un insieme di numeri che, in qualche modo, sono fra loro associati. Ad es. un vettore
potrebbe rappresentare una variabile misurata su pi soggetti o un soggetto con tutte le “misurazioni”
effettuate su di lui. Questi sono due esempi numerici di vettori:

5
12 5 12 4 9]
9

Il primo dei due vettori potrebbe rappresentare una variabile ed ¢ chiamato un veltore colonna,
mentre il secondo potrebbe rappresentare un soggetto ed & chiamato un vettore riga.

Quando ci si vuole riferire ad un vettore generico, si usa una specifica notazione: una lettera
minuscola (in grassetto) indica il vettore nel suo insieme, mentre la stessa lettera in corsivo seguita
da un indice indica un singolo valore del vettore, chiamato “elemento”. Il vettore colonna precedente
puo essere formalizzato come:

ayp
a2
ag
(14
dove a; indica il primo elemento del vettore (cloé 5), az il secondo (12) e cosi via.
In modo ancora pit generico, possiamo scrivere:

Un

dove n ¢ il numero di elementi che compongono il vettore ed & anche chiamato la dimensione o I'ordine
del vettore. Per motivi che diverranno chiari piti avanti, la dimensione di un vettore colonna é definibile
come 1 x 1 (n righe e 1 colonna) e quella di un vettore riga come 1 x n (1 riga e n colonne).

In genere, con il solo termine “vettore” si intende un vettore colonna, mentre i vettori riga vengono
indicati con un apice dopo la lettera:

V= v - wn)
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a=[11 12 13 4] b=[1 2 3 4]

Uguaglianza. Due vettori a e b si dicono uguali se ogni elemento a; di a & uguale al corrispondente
elemento b; di b. Si scrive a=b. Se non & vero che ogni elemento di a corrisponde al corrispettivo
elemento di b, si serive a # b. Esempio:

a=[1 03 241 b=[103 24 1]

Vettore zero. Il vettore zero ¢ un vettore in cui tutti gli elementi che lo compongono sono uguali
a () e viene indicato con uno zero in grassetto.

0
0= 0 0 0

= a O

Vettore unita. Il vettore unita ¢ un vettore in cui tutti gli elementi che lo compongono sono
uguali a 1 e viene indicato con un 1 in grassetto (oppure, in testi che si rifacciano alla notazione
anglosassone, con una u in grassetto).

=111 1]

jan
[l
P
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3.2.1 Operazioni con gli scalari

Addizione. Addizionare uno scalare ad un vettore significa sommare lo scalare a ciaseuno degli
elementi del vettore:
T+
x4+
rT+v= tha

T+ Un

L’ordine con cui viene effettuata 'operazione non cambia il risultato: = + v = v + x. Esempi:

5 3+5 8
12| [3+12| |15
Ll I e T
9 3+9 12

Sottrazione. La sottrazione si pud pensare come 'addizione di un numero negativo ad un vettore
o I'addizione di uno scalare ad un vettore opposto:

g+ (—v)=x—Wv v+{—z)=v-=x

Al fini pratici, sottrarre un vettore da uno scalare significa sottrarre allo scalare clascuno degli
elementi del vettore:

x+ (—uy) T —1
r4(—v)=z—v= x+ (—wa) _ |-
&+ (—tn) T —tn

Aj fini pratici, sottrarre uno scalare ad un vettore significa sottrarre lo scalare a clascuno degli elementi
del vettore. Nel caso della sottrazione Uordine con cui viene effettuata 'operazione cambia il risultato:
r—v#v-—ur

v — ]

Vv+—z)=v—r= e
Up — I

Esempi:

5 3-5 —27

g _ 12 |3-12f |9
’ 41 |3-4| |-1
9 3-—0 —6 ]

5 5—3 2
12 3= 12 -3 9
4 S l4-3 1
4] 9-3 [
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Moltiplicazione. La moltiplicazione fra un vettore ¢ uno sealare produce un vettore i eui elementi
sono ciascuno moltiplicati per lo scalare:

I X
I X2

F

L'ordine con cui viene effettuata operazione non cambia il risultato: = x v = v x r. Esempi:

'5" (3x5] [15]
121 13x12] 136
3 4J— 3x4| " |12
| o |3x9] |27
5] EETE 157
12| . |12x3| _ [36
4 4x3 12
o | D=3 ]| |27

Valgono le seguenti proprieti:

o commutativa: ka = ak

assoclativa: k(ra) = (kz)a

distributiva: k(a+b) = ka+ kb e (k+ z)a=ka+ za
e la = a: un gualungue vettore moltiplicato per 1, non cambia
e (a = 0: un qualungue vettore moltiplicato per 0 si annulla

o —la = —a: moltiplicando un vettore per -1, si ottiene il vettore opposto

Divigione. In algebra matriciale non esiste una vera e propria divisione fra uno scalare ¢ un vettore,
ma & sufficiente lavorare con il reciproco dello scalare. Vale a dire che:

Vo= —=%¥=¥-—
x Frl

513 =[5l =[]

Addizione. Si possono addizionare fra loro solo vettori che hanno la stessa dimensione (2 vettord
colonna o due vettori riga) e Poperazione consiste nell’addizionare gli elementi corrispondenti dei due
vettorl, Non si possono addizionare fra loro un vettore riga e un vettore colonna.

N ey
T P R P

8

Esempio:

3.2.2 Operazioni fra vettori
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a’+h'=[u1 g e un]+[bl by - bh]:
:[ﬂ]+51 ag 4 ba oo r.:n-l-bn]

L'ordine dell’operazione non cambia il risultato: a+b=b +a

Esempi:
4 2 442 G
3 4 _ (F+4) _ [T
5 * 51 |54+5| |10
2 3 243 5

[4 35 2/+[2 45 3]=[4+2 3+4 5+5 2+3]=
=[6 7 10 35
Laddizione fra vettori ha aleune proprieti:
e proprietd commutativa: a+b=b+a
e proprietd associativa: a4+ (b+e)j={a+ hb) +c

e gualungue vettore riga (o colonna) se viene sommato al corrispondente vettore zero, non cambia:
a+0=0+a=a

s la somma di un vettore (a) con il suo opposto (-a) produce il vettore zero: a+ (—a) = (—a) +a=0

Sottrazione. Anche in gquesto caso, la soltrazione & in realtd un’addizione con un veltore opposto
a+(-1b}). Di conseguenza, si possono sottrarre fra loro solo vettord che hanno la stessa dimensione (e lo
stesso orlentamento, cioé due vettori riga o due vettori colonna) e Uoperazione consiste nel solirarre gli
elementi corrispondenti dei due vettori. Essendo una sottrazione, lordine degli operandi & importante:
a-b#b-a

-u:]- 'Ii']- 'El]_ —-I.I]_-
a-b=a+(-1lb= el I L) az = by

fin 'I-'n._ | fin _'bn_

ay (B — ]

in
in az by — aia

Esempi:
[4] 2] [4-2] [2]
3 4] |3-4]| |1
5l 15l T ls=5! " 1|0
2] |3 2 — 3] |1}
2 4] 2 = 4] -2
4 3] 4-3 11
5 715l T ls=s5! " 1o
3] 2] 3 - 2] | 1]
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Moltiplicazione. La moltiplicazione fra due vettori & possibile solo fra vettori riga e vettori eolonna «
{0 viceversa) purché della stessa dimensione.

I risultate dell’operazione fra un vettore riga e un vettore colonna & une scalare. Ogni elemento
del prime vettore viene moltiplicato per il corrispondente elemento del secondo vettore ed, infine, i
prodotii vengono sommati fra loro.

a1
iz

by by <o byl = () + azlba) + - - + an(bs)

Eszempio:
2
12 -1 [1 =1(2)+2(1)+-1(3) =2+ 2+ (-3) =1
3

Mon & possibile moltiplicare fra loro due vettori riga o due vettori colonna. Tuttavia, quande si
parla di prodotto scalare (o prodelle inlerno) fra due vettord, sl intende che la fraspostae del primo
vettore viene moltiplicata per il secondo vettore, ovvero che il prodollo scalare dia e b & a’b. In questo
modo il prodotto sealarve di un vettore per se stesso, permette di caleolare la somma dei quadrati desli
elementi 37 22, in quanto ogni elemento viene moltiplicato per se stesso e quindi sommato agli altri:

2
¥x=[2 1 311 =2(2)+1{1)+3(3) =4+1+9=14
3

E il prodotto scalare del vettore unitd con un vettore a, permette di ealeolare la somma degli elementi
5 x, infatti ogni elemento viene moltiplicato per 1 e sommato agli altri:

2
x=[11 1][1 =12+ 1{1)+1{3)=2+1+3=6
3

Un particolare tipo di moltiplicazione fra vettor] & gquello fra un vettore colonna e un vettore riga
{prodatie esterno), ma il rsultato di questa operazione & una matrice. Per cni alfronteremo gquesta
operazione pin avanti (p. 18).

A volte, al termind che indicano la moltiplicazione, si fanno precedere dal prefissi pre- e post-.
Per la moltiplicazione a’a. si pud dire che il vettore a' pre-moltiplica a oppure che il vettore a viene
post-moltiplicato ad a®
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Matrici

4.1 Definizione di una matrice

Una matrice & un insieme ordinato di numeri disposti in righe e colonne, come una tabella. Eeco
aleuni esempi numerici di matriei:

3 4 5 1] |2
[1 3} T3 2 6 ]
6 1 6 3 8

Potete pensare a una matrice come un insieme di vettori riga o di vettori colonna oppure ai vettori
come a delle matrici composte da una sola riga o da una sola colonna.
Piil in generale una matrice viene indicata formalmente come:

1] a1z @13 Ay
A= |an am am an
Q31 a3z 433 a3y

In questo caso, si tratta di un insieme ordinato di 3 righe e 4 colonne e viene chiamata una matrice
rettangolare. E ancor pill in generale, una matrice pud essere indicata come:

@11 ... din
A= .o
ml ... Omn
In questo caso, m e n indicano rispettivamente il numero di righe e di colonne di cul & composta
la matrice. La matrice viene anche indicata con una lettera mainscola in grassetto. Le dimensioni
della matrice (numero di righe e di colonne) sono indicate come m % n in cui m (il primo indice)
indica il numero di righe e n (il secondo indice) il numero di colonne. Le dimensioni delle tre matrici
numeriche di esempio sono, rispettivamente, 2 x 2, 3 x 4, 3 x 1. Per indicare una matrice di una certa
dimensione si pud usare A :n x m oppure Ap .
Le parentesi quadre indicano usualmente la matrice, ma e possibile trovare matrici indicate con
parentesi tonde o doppie righe verticali.

aj]  apz
az1 a2

Poiché le matrici sono insiemi ordinati di nmmeri posti su righe e colonne (tabelle), si utilizza un
sistema duplice di indici per identificare gli elementi della matrice: il primo indice corrisponde alla
riga e il secondo alla colonna. L'elemento gy & elemento che si trova all'incrocio fra la riga 2 e la
colonna 3; I'elemento a;; & l'elemento che si trova all'incrocio fra la riga i e la colonna j, dove i e j
indicano genericamente una qualungne riga o una qualungue colonna. Per gquesto motivo & possibile
indicare una matrice anche in forma (super-)abbreviata:

@11 412
g1 G237

A = [ay]

Un vettore pud essere gquindi considerato come una matrice che ha una delle due dimensioni uguali
a 1. Un vettore riga & una matrice 1 x n, mentre un vettore colonna & una matrice m = 1.

Uno scalare pud essere considerato come una matrice di dimensione 1 = 1.

In ambito statistico, una tabella di dati pud essere considerata come una matrice e una matrice
pud essere usata per lavorare con una tabella dati.
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4.3 Matrice trasposta

La trasposta di una matrice A & un'altra matrice A* derivata scambiando le righe con le colonne,
in modo che la rige ¢ diventi la colonna ¢ della trasposta. In altre parole, ogni vettore riga di una
matrice diventa un vettore colonna della trasposta.

1 2

A= [é 3 ﬂ A= |0 4

31

Se la dimensione di una matrice & i x m, la sua trasposta sara m = n. La trasposta della trasposta
corrisponde alla matrice di partenza:

(A = A

4.4 Operazioni possibili con le matrici
Sulle matrici si possono eseguire le operazioni dell’addizione, sottrazione, moltiplicazione e divisione

per uno scalare, con vettori o con altre matrici.

Elementi corrispondenti. Gli elementi di due matrici diverse che hanno gli stessi indici, si
chiamano corrispondenti perché occupano la stessa posizione. Ad esempio:

11 12 1 2
A= [1:-: ) B= [3 1
L'elemento az = 13 della matrice A & corrispondente all'elemento by = 3 della matrice B, perché

hanno la stessa posizione, indicata dagli stessi indici di riga e colonna (21).
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Uguaglianza. Due matrici A ¢ B (di uguali dimensioni) si dicono uguali se ogni elemento a;; di A
& uguale ad ogni corrispondente elemento by; di B. Si scrive A=B. Se non & vero che ogni elemento
di A corrisponde al corrispettivo elemento di B, si serive A # B. Esempio:

1 0 3 1 0 3
A=[24 1] Bz[ﬂ 4 1]

Matrice opposta o negativa. La matrice negativa di A ¢ la matrice -A i cui elementi
corrispondenti sono uguali a guelli di A ma di segno opposto.

1 -1 3 -4 1 -3
‘l:[z 1 1] _A:[—E -4 —1]

4.4.1 Operazioni con gli sealari

Le operazioni di addizione ¢ moltiplicazione per uno scalare godono della proprietd commutativa
[ovvero = + A = A 4 r e A = Ar), mentre sottrazione e divisione, no.

Addizione. Laddizione fra uno scalare e una matrice, produce una matrice i cui elementi sono tutti
addizionati alle sealave:

Tday - Tty
T+ A=rt o=
ot m 0 Tt amn

Esempio:

1 2 3 4] |3+41 3+2 3+3 3+4
5 6 7T 8 |3+45 3+6 3+7 3+8

4 5 6 T

B0 10 11
Sottrazione Anche in questo caso, la sotirazione [ra uno scalare e una matrice pud essere pensata
come 'addizione con una matriee opposta. Produce una matrice 1 eni elementi sono il risultati della
sottrazione fra lo scalare e Pelemento stesso. La soltrazione non gode della proprietd commutativa,

per cui lordine con cul viene effetinata Poperazione produce risultati diversi (r — A # A — z), in
quanto & Uaddizione con due operandi diversi.

3+ |

(2 =ty o0 2 -y, |
r+(—A)=x - [a;] =

|~ @ml " & Opn

(a1 =2 - awm—zx]
A (=x) =[] =2z =

Litm1 — & = fgmp = ]

Esempi:

5 6 7 8 |[3-5 3-6 3-T7 3-8

2 1 0 =1
-2 =3 -4 =H

1_[1 2 3 4]_[3—1 3-2 3-3 .1—4]
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123 4] . [1-3 2-3 3-3 4-3) _
56 78 " [5-36-37-38-3 "

-2 =101
2 3 4 i
Notate i risultati delle due operazioni; gli elementi corrispondenti hanno segno opposto.

Moltiplicazione La moltiplicazione fra uno scalare ¢ una matrice produce una matrice 1 cui elementi
sono il risultato della moltiplicazione fra lo scalare e l'elemento stesso.

IEWdayy --- I*u[n-
xw A =xweln;]=
W) LWy

Esempio:

g J1 2 3 4] _[341 342 343 3a4]
"Y15 6 7 8 T [345 346 347 308

[3 6 0 12]

15 18 21 24

Valgono le stesse proprietd valide fra uno sealare e un vettore (v. pag. 8):
o assoclativa: k(zA) = (kr)A

o distributiva: (A+B)=kA+iB=(A+Blke(k+ 2)A =kA +zA
e 1A = A: una gqualungue matrice moltiplicata per 1, non cambia

e 0A = 0: una matrice moltiplicata per 0 si annlla

o —1x A=A moliiplicando una matrice per -1, si ottiene la matrice opposta o negativa, in
quanto ogni elemento cambia di segno.

Divisione Anche in questo caso, la divisione fra nno scalare e una matrice si ottiene tramite la
moltiplicazione con 'inverso dello scalare.
1 1
1 T o Tlin

Tml "' TUmm

Esempio:

3 4] /3 2/3 3/3 4/3
7 8|~ |5/3 6/3 7/3 8/3
0333 0667 1 1333
1667 2 2,333 2,667

4.4.2 Operazioni fra vettori e matrici

Abbiamo visto che un vettore pud essere considerato una matrice in cul una delle due dimensioni
¢ ugnale a 1. In tal caso (e diventerd chiaro nella prossima sezione), Punica operazione possibile
¢ la moltiplicazione fra un vettore ¢ una matrice (o viceversa) purché siano valide le condizioni di
compatibilith, Poiché gquesto tipo di operazione & solo un caso particolare della moltiplicazione fra
matrici, la affronterero pin oltre.

Scritto da Gabriel



Probabilita e statistica semplice (per davvero)

4.4.3 Operazioni fra matrici

Anche fra matriel sl possono eseguire operaziond, purché le dimensioni delle matricl siano fra loro
compatibili.

Addizione. La somma di due matrici A ¢ B aventi lo stesso numero di righe e di colonne (ciod la

stessa dimensione) & una matrice C i oul elementi sono la somma dei corrispondenti elementi di A e
di B.
A + B = C

T X OTT T X T oM T

31 pud serivere, per gualungue elemento di C:

C = [eij] = [ag;] + [bsj] = [as; + bj]
Se le due matrici non sono dello stesso ordine {ovvero non hanno le stesse dimensioni), l'operazione

non s pud eseguire e si dice che le matricl non sono compalibili o conformeabili.
L'ordine con eni vengono sommate le matrici non & importante:

C=A+B=B+A

ay; e dpg by oo by
A: v vaa Puw B: vaa maw o
Il "' pn Ei‘:rn.l e b‘mn
ayg + by e gy +b‘]r1.
A+B= .e e
{Im]""bml e ﬂmn""bm:t
Esempio:
1 2 4 2 3 6 1+2 243 445
1 3 5 4 21 1+4 3+2 5+1

3509
a o 6
Le proprieth dell’addizione sono:
e commutativa: A+ B=B+ A
o associativa: A+ (B+C)=(A+B)+C
e (A+B+C)=A"+B +C" latrasposta di una somma & uguale alla somma delle trasposte
Sottrazione. La sottrazione ¢ analoga all’addizione, in quanto possiamo pensare alla sottrazione
come all’addizione di una matriee A con Vopposta di B (ciok <B). per cui per gualungue elemento di

C:
E:[{.‘,‘j]:_ﬁ.-f-{—l XB}I:A—B: |ul'_|:] _[b‘i_f]

Anche in guesto caso, se le due matricl non sono dello stesso ordine, Poperazione non sipud
eseEine.
Liordine con eui vengono sottratte le matrici & importante, in quanto

A-BZB-A
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aylr cee dln bir -+ hin
A= B=1! ... .. ..
Iml e dhmn I[i:rn.l b‘.rn.n
[a1y =byy o0 gy =y ]
A-B= e
L —bm1 0 O — brrm_
[byy =y 0 by —agg ]
B-A=
_'t'r.rtl = iyl " Il-"‘1'|"|.rl — ilmn |

Esempi:
12 4] [236] _[1-2 2-3 4-5] _
1 3 & 4 2 1| [1-4 3-2 5-1| "
-1 -1 -1
-3 1 4
2 36 [1 24 _[2-13-2 5-4]_
4 21 1 3 5 (4=1 2=3 1=5|"
11 1
3 -1 -4
Da guanto detto sopra, risulia che se A4+B=0 allora dev'essere B=-A ovvero che B & l'opposta
di A

Moltiplicazione. E’ possibile moltiplicare due matrici fra loro se, ¢ solamente se, il mumero di
colonne della prima matrice & uguale al numero di righe della seconda, ovvero se la dimensione di &
& xom e quella di B & me = po La matrice risultante aved dimensioni corrispondenti alle righe della
prima e alle colonne della seconda, ovvero nox

A +« B = C
T o p W

La matrice risultato C si ottiene moltiplicando ogni vettore riga di A per ogni vettore colonna di
B. Se
ayy @y o g by bz e by
A=l 0 B =

fln] @npz *rr lgm by b o Ei'n'tj':l

La matrice C avrh n righe e p colonne:

Onl Bz v !’."ﬂp

Il primo elemento, il gy, s ottiene con la sommatoria dei prodotti degli elementi corrispondenti
del primo vettore riga di A con il primo vettore colonna di B-

i?n]
t-‘11=[”11 aypy vt "'lm] Em =
I!le
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e11 = 11 % by Fage v bay 4 agg # by + o0+ apm # b

E I'ultimo elemento della matrice ©, il ey, si ottiene dalla moltiplicazione dell’ultimo vettore riga
di A con Pultimo vettore colonna di B:
[e]
i

':-‘np:[un] fIng =" Ei'r.lm] . =
E?mp
=unl"‘blp+un_"!"E?Ep"l'ﬂn:i*bﬁp"'"""unm*"[ﬁn,p

Notate che, ogni volta, gli elementi che vengono maoltiplicati fra loro hanno lo stesso indice interno
(tenz # bop, in questo caso il 2).
Un esempio mumerico pud essere pin esplicativo:

I R
% 1]

Poiché A & una matrice 3 x 4 ¢ B 4 x 2, la matrice C avrd ordine 3 x 2. [ singoli elementi si
OLLONEonG come ege:

1
A=(-1
3

e DL
= b
]

e =1x14+3x24+2x341x(=2) =1+6ti+6G-2
e =1x3+3xl+2xd4+1x1 =3+3+8+1
e ==1x14+2x24+3x3+5%x(=2) ==14449-10
= =123 +4+2x14+3x44+5x1 ==3+24+124+5
e =3 x14+4x24+1x34+2x(-2) =3+8+3-4
tp=3x3+4xl4+1xd44+2=1 =0+44+4+2
La matrice C sard quindi:

11 15

2 16

19

Un'altro modo per indicare la moltiplicazione fra matrici &
AB=C= [!’.",'J'] = Eﬂikhkj

51 pud capire perché la moltiplicazione di due matricl & possibile soltanto quando i1 numero di
righe della matrice da moltiplicare & uguale al munero di colonne della matrice moltiplicativa. Ne
segue che AB non & uguale a BA se le matriel sono rettangolari. In tal caso BA potrebbe non essere
neppure caleolabile. Se la matrice A & di ordine 2 % 3 [Ag.;) @ Byyo, allora BA & possibile ¢ sard di
dimensione 3 = 3. Mentre se Ao,z ¢ By, allora BA nen & conformabile. Se invece le matriel sono
quadrate ¢ dello stesso ordine (ossia n = n), BA & possibile, ma AB # BA.

b oee[n
e [0 M) - R -0

BA:[E‘“}'H{EJ 3{3}+4E13]_[3+3 9+4]_[11 13]

=2(1) + 1{2) =2(3)+1(1)| ~ |[-2+2 —-G+1] |0 =5
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Nella sezione sui vettori abbiamo presentato la moltiplicazione fra vettori riga per vettori colonna,
il eni risultato & uno scalare. Dovrebbe essere chiaro ora perché non & possibile moltiplicare fra loro
due vettori riga (o due vettori colonna). E' invece possibile moltiplicare un vettore colonna per un
vettore riga, ma il risultato & una matrice.

a’ 0 b = e mentre b " a' = C
1 =i e w1 Ix1 o 1 | T o

Lioperazione di moltiplicazione & la stessa: ogni riga del vettore moltiplicatore viene moltiplicata
per ogni colonna del secondo vettore. Solo che in gquesto caso & uno scalare moltiplicato per un’altro

sealare.
I-ﬂll I-ﬂlb‘l arha  ayhy Hzﬁf’
iz _ |aaby agba agby  asby
g b1 b by ba] = gty aghs  aghs  asly
iy gly agha aghs  agly
Esempio:

2 2(-1) 2(3) 2(0) 2[2}'| |’—2 6 4]
3 3(—1) 3(3) 3(0) 3(2) -3 9 6
&

0
0
y|[F1 30 2= 4(—1) 4(3) 4(0) 42)| = |-4 12 0
5 5(-1) 5(3) 5(0) 5(2) -5 15 0 10

Proprietid. Si pud osservare che, per quanto rignarda la moltiplicazione, le seguenti proprieti sono

soddisfatte {le prime due derivano dall’algebra dei mumeri):

a) associativa, (AB)C = A(BC) = ABC: lordine con cul si moltiplicano fra loro le prime due
matrici non influisce sul risultato fnale (& implicito che le matriei devono avere le dimensioni
giuste per poter essere moltiplicate fra loro);

b) distributiva, A(B + C) = AB + AC: la moltiplicazione di una matrice A per la somma di due
matrici B ¢ C, equivale a sommare il prodotto di eiascuna delle matrici B ¢ C per la matrice A;

c) (AB) = B'A": la trasposta di un prodotto & uguale al prodotto delle trasposte (ma in ordine
inverso).

Valgono anche le normali regole delle potenze, ovviamente per matrici conformabili:
a) AA = A?
L) AmAn = pAmin
©) (A™)" = (A% = Ame
4.4.4 Combinazione lineare

Se b & un vettore (ad es. di ordine 2) ¢ A una matrice (ad es. di ordine 3 = 2), il prodotio Ab pubd
ezzete sviluppato come:
biAqa + b + b3 iy

o tz| o bagy + baage
a3 fga [L]= by + baaas

in gquanto

azl a2 thamn + baaze
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Il prodotto Ab & chinmato combinazione lineare del vettore b con la matrice A,
Piiy in generale, se x. ¥, w e 2 sono del vettori e 4, 4, & ed | sono degli scalari, la somma dei prodotti
fra gli scalari e i vettori & chiamata combinazione lineare:

ix+ jy + kw4 [z
ed & considerata come la somma pesata dei vettori. Per cui, una retta di regressione multipla del tipo:
Yi = biXa + b Xz + -0+ 4 bu Xim

& una combinazione lineare fra gli scalari b racchinsi nel vettore b e i vettori Xy raccolti nella matrice

X.

¥ Xn Xz - X]m.l by
¥a 2 Xz Kam | | ba

Y" Xn] XHE o Xom bm

4.5 Matrice gquadrata

Si definisce come matrice guadrata una matrice che ha lo stesso numero di righe e di colonne. La
dimensione di una matrice quadrata & indicata con un solo numero e si dice di ordine n.

3 5 -1
A— 31 :] B=1|T 2 &
. 6 -6 3
o
2xd 3x3

In una matrice quadrata ¢ sono 2 due diagonali e la diagonale che va dall’elemento e finoe
all’elemento anpg (ovvero che hanno indice uguale) si chiama diagonale principale. La somma degli
elementi sulla diagonale principale si chinma traceia della matrice:

ir(A) = Zu.-,-
La traccia delle due matrici precedenti &:
tr(Al=1+6=T

ir{B) =3+2+3=8

4.5.1 Matrice simmetrica

E’ una matrice quadrula che, se viene trasposta, non cambia ovvero A’ = A In pratica, rispetio alla
diagonale principale, le due metd sono fra loro speculari. Ecco un esempio di matrice simmetrica:

1 2 5 6

2 4 3 3
8=

3 3 5 2

6 3 2 3

In guesta matrice gli elementi con indiei speculari sono ugnali fra loro (e = an., oz = am.
23 = agz, -..).
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Un esempio di matrice simmetrica & la matrice delle correlazioni. Ipotizziamo di avere 4 variabili
e di caleolare la corvelazione lineare di Pearson fra tutte le variabili, Inseriamo ora le 6 correlazioni
in una strottura matriciale: le righe e le colonne indicheranno le variabili mentre i singoli elementi
cortisponderanno alle correlazioni. Owvviamente, poichd la correlazione fra ¢ e y & uguale a guella fra
i e ¥, la matrice sard simmetrica.

100 .70 .19 55

. l-.'m LoD .36 .5:}-‘
Tl 36 100 .16
[.55 50 .16 1.mJ

4.5.2 Matrice diagonale

E’ una matrice guadrala sirmelrioa, in onl vengono utilizzati solo i valori lungo la diagonale principale;
tutti gli altri elementi sono nulll. La diagonale pud contenere qualungue scalave, anche 0 e 1.

4 El'ﬂ'|

0o
D‘n 2 0
1]

0 6
Moltiplicare una gualungue matrice per una matrice diagonale (o viceversa) equivale a moltiplicare
un elemento della matrice per guello della diagonale, in quanto viene usato solo Uelemento diverso da
BEFO.

o
=R =]

=

40 0] [2 4 4%2 4x4 8 16
DA=[0 2 0| |3 5] =[2x3 2x5/=|6 10
n oo 3f[3 2 3x3 3x2 9 6
40 0
Ap—|2 4 3]y 2 gl = [2x4 4x2 3x3]_[8 8 9
“Bs 2|, g 3 3x4 5x2 2x3| [12 10 6

A volte, gli elementi 0 (zero) della parte superiore destra e inferiore sinistra possono essere intera-
mente omessi (facilitando la lettura). Serivendo la matrice a mano, si pud usare un solo 0 sottolineato
(0) anziché rempire tutta Parea.

4.5.3 DMatrice scalare

E’ una matrice guadrota simmetrica diagonale in cud tuiti gli elementi della diagonale principale sono
uguali fra loro:

3 0n
F=1[0 3 0 G:[_E n]
n =2
o 0 3
4.5.4 Matrice identica

La matrice identica o identild & una malrice quadrata simmetrica disgonale scalare 1 cul elementi sono
tutti 0 con 'eccezione della diagonale i cui elementi sono invece uguali a 1.

|'1nnn‘|
[_(0 100
o010
0001
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51 indica con la lettera I oppure con Iy, in cui n indica Vordine della matrice, ovvero il numero di
righe ¢ di colonne.
La traccia di una matrice identica & N (ovvero corrisponde all’ordine della matrice).

() =1+14+1+1=4

La sua funzione in algebra matriciale & analogo a quello del valore scalare 1 nell’algebra normale,
In algebra, il mumero 1 & guello che moltiplicato per un gualungue aliro numers, non lo modifica:
1% & =x Allesteszo modo la matrice identitd moltiplicata per una gqualungue altra matrice non la
medifica.

S I st B

Avendo nna matrice Ap.m ¢ possibile definire il prodotto Apy;mLy e anche I A n. ma non &
invece possibile, in generale, individuare il prodotto Ly, Ay cm- Sinoti anche che A plm = LiAnem =
A

Moltiplicando I per uno scalare si ottiene una matrice scalare in eui 1 valori della diagonale vengono
sostituiti dallo sealare stesgo, ovvero una malrice scalore.

B 1 o] [3(1) 3(0)] _[3 0
3xI=3x [n 1] = [.‘i{ﬂ} 3{1]] = [n 3]
4.5.5 DMatrice triangolare

E’ una matrice guadrate in cul una delle due metd & nulla, in genere quella superiore. Ecco un esetmpio
eli matrice triangolare:

0

1

)

I

_—

R
WO e D
= |

[ =]

4.5.6 DMatrice ortogonale®
Una matrice quadrata si dice ortogonale se & vero che
AA' =A'A=1

ciod 2o la moltiplicazione fra la matrice e la sua trasposta (o vieeversa) origina la matrice identica.
Inoltre, il prodotto di due matrici ortogonali A ¢ B & ancora una matrice ortogonale, infatti:

(AB)(AB) = ABB'A’ = AIA' = AA' =1

4.5.7 DMatricl congruenti®

51 chiamano congruenti due matrici quadrate A e B dello stesso ordine. per cul esista una matrice C
che rende vera Muguaglianza:
A =C'BC
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4.6 DMatrice nulla o matrice zero

E’ una matrice in cui tutti gli elementi sono uguali a 0

“—1&3 =

s R s s s |
==
===

0

Una matriee guadrata nulla & anche simmetrica e diagonale.
La matrice nulla svolge le stesse lunzioni dello 0 (zero) in algebra scalare:

al A+0=0+ A = A; sommando (o sottraendo) la matrice nulla a una qualungue altra matrice,
quest ultima non cambia;

b) A-A=A+(-A)=(-A)+ A = 0; una matrice sottraita a se stessa, origina la matrice nulla;
c) Al = la matrice nulla moltiplicata per una gqualungue matrice, produce la matrice nulla.

51 noti tuttavia che AB = @ non implica che A o B siano necessariamente matrici nulle,
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Spazi di probabilita

La teoria della probabilita si occupa di studiare modelli matematici per esperimenti aleatori, cioé
osservazioni riguardo ad un qualunque fenomeno il cui esito non & determinabile con certezza a priori.
Ad esempio:

- Lancio di un dado/una moneta

- Risultato di un test clinico

- Verificarsi di un terremoto o temporale

- Misurazione di una qualunque grandezza fisica

Per poter descrivere gli esperimenti aleatori, abbiamo bisogno di tre componenti:
- Linsieme di tutti gli esiti possibili dell’esperimento, all'interno di uno spazio campionario, in un
insieme non vuoto ().

E‘a’f-”-’mpl:? . (20000 A o Aedo s 9!2?«:0 o %o -%zcr?_,"
Ossewsne  vigusdle ([ rumeo s@pmals
. - R .
D SPEZ:LG Cempionzsic mfnrmzk/ ' { 94)’ = {l;_,;ég .

- Linsieme delle affermazioni ammissibili sull’esito dell’esperimento, definito come sistema degli
eventi, cioe il sottoinsieme F delle parti di ().

Esemp;o c{e/ c/acfa { F@-sf,&‘x-mﬂ éceg/@e, :F -—-_,é?éﬂ,&

/n'(a/pveflca?é;ne, di un Sotto fmoeme. /4 f/b’, 4’01;1&'
/—? E F y Come a-,zréym_aa-one G.u('/}@s.«‘ffd? aéf?sel-ma;m’é.

/:l_ Y HG; E VEVF¥I;3{'6 7% U&A”

:Welzisﬂ%p{;v ¢ A= 6> "l dedo [oncirle Sequs |
* A = 51’;23 é“") ’ N Cf"zcvo {amuizgo Seqna (a 2.“
= A=§1,3,63 &> [l dzdo lzecicts sepe o vn numons dispan

(000;;./:. ! “E’ U%cr.'f"p L PIUanE e (Jc.sr;-av'. “]
LI 1 7
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Assegnazione di un “grado di fiducia” ad ogni affermazione ammissibile, intesa come misura di
probabilita, cioé una mappa/funzione compresa tra 0 (minimo gr. di fiducia) e 1 (massimo gr. di
fiducia)

Di base, abbiamo che:

Y A =

LA f;srm n&m—vbw'{a, (o sPiE{O CeMFanav;D,

@) T & pns U*dgeﬁfa i Ar, il fera c[ayﬁ'ever)zr',

l::'.._t;l.\} |;> F\ Lin& m—u;uré' r‘!"rr fn,_/n}\blx;/r.'f[;‘ St _;;V

Definiamo la sigma-algebra:

|> . . ‘ .

AN S

G}B Se= /:l & :f."'-’ ;a(/w.;, AC. = ’% ,

(:J:r) ce {14\ C:"E’ .-b//nm (/,/j‘. é’—";'b

L) -
A/ fem 1

ﬁ/a'f» I _(_ﬁ? x rf-—;{.‘rﬂn'g_nfs :-..L, n/t?f , .h/i'iﬂﬂ’_b :

=

’ ﬂ,rﬁ-?

s

’ [/44)£G-'W < r*-'hpl{,"c.h- "/-] A; < 7‘,1:
' ACTN
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Dato un insieme {2, si definisce o-algebra su £2 una famiglia ¥ di
sottoinsiemi di {2 tale che:[?

« L'insieme €2 appartiene a §.

e Se un insieme A & in §, allora il suo complementare & in §.

e Se gli elementi A; di una famiglia numerabile di insiemi
{A; }icn sono in F, allora la loro unione:

a=)a,
i=1

appartiene a §.

Se § & una o-algebra su 2, allora 2 si dice spazio misurabile e
gli elementi di § sono detti insiemi misurabili in £2.[2]

Una o-algebra, in particolare, & un'algebra di insiemi, poiché la
terza condizione sopraindicata implica la stabilita per unione finita
richiesta nella definizione di struttura di algebra. In tal caso si
richiede la stabilita anche per unioni numerabili, da cui
l'identificativo o, un'abbreviazione per successione.

In matematica e in particolare in teoria delle probabilita, una sigma-algebra € un insieme di eventi
(sottoinsiemi) che soddisfano determinate proprieta.

Un insieme di eventi forma una sigma-algebra se:

- Il completo vuoto e l'insieme totale appartengono alla sigma-algebra.

- Ogni evento nella sigma-algebra € un insieme chiuso rispetto alla sua complementare.

- L'unione di eventi appartenenti alla sigma-algebra appartiene anche alla sigma-algebra.
L'utilita della sigma-algebra in teoria delle probabilita & che descrive I'universo di eventi in cui si verifica la
probabilita. Inoltre, la sigma-algebra definisce il concetto di evento misurabile, ovvero un evento per cui si
puo assegnare una probabilita.

Ad esempio, in una sigma-algebra di eventi legati al lancio di una moneta, I'insieme totale potrebbe essere
tutte le possibili combinazioni di testa o croce, mentre gli eventi appartenenti alla sigma-algebra
potrebbero essere eventi come "lancio di testa" o "lancio di croce".

In teoria delle probabilita, una misura di probabilita € una funzione che assegna un valore reale compreso
tra 0 e 1 ad ogni evento in un universo di eventi descritto da una sigma-algebra. Questo valore rappresenta
la probabilita che I'evento si verifichi.

Una misura di probabilita deve soddisfare tre proprieta fondamentali:
- Non negativita: la probabilita di ogni evento deve essere maggiore o uguale a zero.
- Normalizzazione: la probabilita dell'insieme totale deve essere uguale a 1.
- Additivita: se gli eventi sono mutuamente esclusivi, allora la loro probabilita totale e la somma delle
probabilita individuali (detta anche sigma-additivita quando riferito ad una sigma-algebra)

Cio implica:
L’additivita finita di eventi
- L’'evento omega pariad 1
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le possibili realizzazioni. Essa & chiamata distribuzione uniforme discreta.

La piu semplice distribuzione di interesse generale € quella in cui si assegna lo stesso grado di fiducia a tutte «

ESMPJ‘O . g*z Ar E /) [nslieme. -6;;{1&0,

Ponsmo ¥ < Gj{ﬁ/), e cjé\(f;ﬂ(‘?ma )7 tramite

P(a) = AL gen

) P e (a cfc;’TL/r'f-{aUe%m‘a U”f‘qzrﬂm-a c:[(rSCff'lé: Sv .

In questa, gli eventi sono disgiunti a due a due e descrive una situazione in cui ogni possibile valore
all'interno di un insieme finito di valori ha la stessa probabilita di verificarsi.

APP}.’JL&—}}D% .Q,.! {2#10{‘9 CZ{IP Cen cfac/a = SE‘I\ ‘éaC(Q_-E

A =2 § a6 F = ®).
Sis P L= cf:é'llw'[w:é{c;we mf;(cafm d‘c'écrfe’léa,

> Pl 2 per oo weds

~> Azds regofém <d @:}uﬁ(;%ﬁﬂl@.

CGM ?.(/o;}a $€H2: PVCJARL ijt Ce pn ﬁymw‘;:&q.?
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Definiamo ora un concetto importante, cioé la densita discreta. Essa & una funzione di probabilita che
descrive una distribuzione di probabilita discreta. Esprime la probabilita che una variabile casuale discreta
assuma un determinato valore all'interno di un insieme finito di valori possibili. La somma delle probabilita
per tutti i valori possibili deve essere uguale a 1, poiché la probabilita totale di un evento e definita come 1.
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Essa e una stima della densita di probabilita di una distribuzione sotto-ospite.

La densita campionaria viene calcolata come la distribuzione normalizzata delle osservazioni, dove la
normalizzazione viene effettuata dividendo il numero di osservazioni in un intervallo specifico per la
lunghezza di questo intervallo. La densita campionaria viene utilizzata frequentemente in statistica e in
analisi dei dati per stimare la forma della distribuzione sotto-ospite in modo non parametrico.

Dato un insieme di campioni osservati, possiamo inoltre definire la densita campionaria. «
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Listiamo delle proprieta fondamentali delle misure di probabilita.
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La sigma-additivita &€ una proprieta fondamentale delle misure di probabilita che descrive come la
probabilita di un insieme di eventi possa essere calcolata come la somma delle probabilita dei singoli eventi

che compongono l'insieme. In altre parole, se A e B sono eventi disgiunti (ovvero, non hanno alcun evento

in comune), allora la probabilita dell'insieme unione A U B & data dalla somma delle probabilita degli eventi
AeB:P(AUB)=P(A) + P(B).

Questa proprieta € nota come sigma-additivita perché utilizza la notazione sigma (Z) per descrivere la
somma delle probabilita. Da questa discende la successiva:
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La formula delle probabilita totali afferma che la probabilita di un evento A e data dalla somma delle
probabilita degli eventi che compongono A, soggette alle condizioni date. Puo essere espressa come:

P(A)=Z P(A | B) * P(B)

dove B e un insieme di eventi mutuamente esclusivi che coprono I'universo e P(A | B) & la probabilita
condizionale di A soggetta alle condizioni date da B. In altre parole, questa formula calcola la probabilita di
un evento A come la somma delle probabilita dei singoli eventi che compongono A soggette a diverse
condizioni B.
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Similmente, se la successione di eventi & crescente/decrescente lo & di conseguenza la loro convergenza in
probabilita:
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Gli schemi con reinserimento e senza reinserimento sono due schemi utilizzati per generare campioni
casuali da una distribuzione di probabilita.

Nello schema senza reinserimento, un elemento viene estratto dalla distribuzione di probabilita e viene
rimosso dalla distribuzione per il resto del processo di campionamento. Questo significa che ogni elemento
viene selezionato una sola volta. Questo schema € utile quando & necessario generare un insieme di eventi
distinti.

Nello schema con reinserimento, un elemento viene estratto dalla distribuzione di probabilita e viene
reinserito nella distribuzione prima di ogni successiva estrazione. Questo significa che un elemento puo
essere selezionato piu di una volta. Questo schema é utile quando & necessario generare un insieme di
eventi non distinti.

Partendo da una distribuzione uniforme discreta, ovvero una distribuzione in cui ogni elemento ha la stessa
probabilita di essere estratto, lo schema senza reinserimento genera una distribuzione uniforme discreta
ridotta, ovvero una distribuzione in cui ogni elemento ha una probabilita inferiore a quella originale a causa
della rimozione di alcuni elementi dalla distribuzione durante il processo di campionamento.

Lo schema con reinserimento genera una distribuzione uniforme discreta modificata, ovvero una

distribuzione in cui alcuni elementi hanno una probabilita maggiore rispetto alla distribuzione originale a
causa della loro selezione pilu frequente durante il processo di campionamento.
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La distribuzione binomiale descrive la probabilita di ottenere un certo numero di successi in una sequenza
di n prove indipendenti, ognuna con la stessa probabilita p di successo.

Nel caso dell'estrazione di palline da un'urna nello schema con reinserimento, ogni estrazione rappresenta
una prova indipendente e la distribuzione binomiale descrive la probabilita di ottenere un certo numero di
palline di un certo colore in n estrazioni. La probabilita di successo in questo caso € pari alla frazione di
palline del colore desiderato nell'urna.

La distribuzione binomiale pud essere descritta come segue:
P(X = k) = (n choose k) * p~k * (1-p)*(n-k)

dove X & il numero di successi ottenuti in n prove, k € il numero specifico di successi, p € la probabilita di
successo in ogni prova e (n choose k) ¢ il coefficiente binomiale, che descrive il numero di modi in cui k
successi possono essere ottenuti in n prove.

In questo esempio, la distribuzione binomiale descrive la probabilita di ottenere un certo numero di palline
di un certo colore in n estrazioni da un'urna con reinserimento ed € una densita discreta ottenuta con
questi passi:
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La distribuzione ipergeometrica descrive la probabilita di ottenere un certo numero di successi in una
sequenza di n prove indipendenti senza reinserimento, ognuna con la stessa probabilita p di successo.

Nel caso dell'estrazione di palline da un'urna nello schema senza reinserimento, ogni estrazione

rappresenta una prova indipendente e la distribuzione ipergeometrica descrive la probabilita di ottenere un

certo numero di palline di un certo colore in n estrazioni, con la condizione che una volta estratta, una

pallina non venga reinserita nell'urna. La probabilita di successo in questo caso ¢ pari alla frazione di palline

del colore desiderato nell'urna.

La distribuzione ipergeometrica puo essere descritta come segue:

P(X = k) = (m choose k) * (N-m choose n-k) / (N choose n)

dove X & il numero di successi ottenuti in n prove, k & il numero specifico di successi, m € il numero di
successi possibili nella popolazione, N € il numero totale di elementi nella popolazione, (m choose k) & il
coefficiente binomiale che descrive il numero di modi in cui k successi possono essere ottenuti da m
elementi e (N-m choose n-k) e il coefficiente binomiale che descrive il numero di modi in cui n-k fallimenti

possono essere ottenuti da N-m elementi.

In questo esempio, la distribuzione ipergeometrica descrive la probabilita di ottenere un certo numero di
palline di un certo colore in n estrazioni da un'urna senza reinserimento.
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Probabilita condizionali e indipendenza

Parliamo di probabilita condizionata, sapendo che In teoria della probabilita la probabilita condizionata di
un evento A rispetto a un evento B & la probabilita che si verifichi A sapendo che B ¢ verificato.
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Le proprieta fondamentali delle probabilita condizionali sono:

- Positivita: La probabilita condizionale di un evento A dato che I'evento B si & verificato deve sempre
essere una quantita positiva o zero: 0 <=P(A | B) <= 1.

- Normalizzazione: La probabilita condizionale di un evento dato che un altro evento si e verificato
deve sempre essere normalizzata rispetto all'evento dato: P(B) # 0 = P(A | B) = P(A and B) / P(B).

- Definizione della probabilita totale: La probabilita totale di un evento A é data dalla somma delle
probabilita condizionali di A dato che gli eventi B1, B2, ..., Bn si sono verificati: P(A) =X P(A | Bi) *
P(Bi), dove Bi sono gli eventi esclusivi che coprono I'universo.

- l'intersezione degli eventi corrisponde a prodotto, per I'indipendenza. Utile nel caso di calcolo
concreto. L'unica proprieta utile negli esercizi del nostro e la seguente, espressione sotto forma di
produttoria che € una famiglia/insieme di eventi & indipendente se appunto esprimibile come
produttoria. Questa ¢ la regola della catena.

- Proprieta della somma: La probabilita della unione di due eventi A e B e data dalla somma delle
probabilita condizionali dell'evento A dato che I'evento B si e verificato e dell'evento B dato che

I'evento A si & verificato: P(A or B) =P(A | B) * P(B) + P(B | A) * P(A).

Queste proprieta sono importanti per I'analisi e la modellizzazione di situazioni complesse in probabilita e
statistica, dove e necessario tenere conto dei fatti noti per calcolare la probabilita di eventi futuri.
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La regola della catena della probabilita condizionale, anche nota come formula di Bayes, stabilisce una
relazione tra la probabilita condizionale di un evento e la probabilita condizionale di un altro evento, dato
che entrambi gli eventi sono verificati. La formula e:

P(A]B)=P(B|A)*P(A)/P(B)

dove P(A | B) & la probabilita condizionale di A dato che B & verificato, P(B | A) & la probabilita condizionale
di B dato che A ¢ verificato, P(A) e la probabilita di A e P(B) e la probabilita di B.

La regola della catena della probabilita condizionale € molto utile per la risoluzione di problemi in
probabilita e statistica, in quanto consente di passare da una probabilita condizionale a un'altra utilizzando
informazioni sulle probabilita a priori e sulle probabilita condizionali. Ad esempio, pu0 essere utilizzato per
calcolare la probabilita di una diagnosi medica dato un sintomo, tenendo conto della probabilita a priori
della diagnosi e della probabilita condizionale del sintomo dato che la diagnosi sia vera.
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Supponiamo che P(A) sia la probabilita a priori che un individuo sia portatore del virus, P(B | A) sia la
sensibilita del test, ovvero la probabilita che il test dia risultato positivo dato che I'individuo &
effettivamente portatore del virus, e P(B | ~A) sia la falsa positivita del test, ovvero la probabilita che il test
dia risultato positivo dato che I'individuo non & portatore del virus.

Allora, possiamo utilizzare la regola della catena della probabilita condizionale per calcolare P(A | B):

P(A | B)=P(B | A) * P(A)/ (P(B | A) * P(A) + P(B | ~A) * P(~A))

dove P(~A) e la probabilita a priori che un individuo non sia portatore del virus, ovvero 1 - P(A).

In altre parole, P(A | B) e la probabilita che un individuo sia portatore del virus dato che il test ha dato

risultato positivo, tenendo conto sia della probabilita a priori che I'individuo sia portatore del virus, sia della
sensibilita e della falsa positivita del test.
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Indipendenza di due o piu eventi

Due eventi sono detti indipendenti quando la probabilita di verificarsi di un evento non é influenzata dalla

verificazione o meno dell'altro evento. In altre parole, se conosciamo che un evento & accaduto, la
probabilita che I'altro evento accada non cambia.
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Riprendendo lo stesso schema fissato in un esempio sopra con le nuove conoscenza, possiamo
caratterizzare la distribuzione binomiale. In essa le prove sono indipendenti e misura il numero di successi

in un caso con reinserimento con prove con successo e senza successo. La binomiale approssima la
ipergeometrica campionando un piccolo numero di valori.
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Variabili aleatorie @

Le variabili aleatorie sono delle quantita matematiche che assegnano un valore numerico a ogni esito di un
esperimento aleatorio. In altre parole, una variabile aleatoria & una funzione che mappa gli esiti di un
esperimento aleatorio a dei valori numerici.

Le variabili aleatorie sono utili per descrivere e quantificare incertezza e randomicita di un esperimento. La
distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria descrive la probabilita che la variabile assuma un
determinato valore o un intervallo di valori.
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Non tutte le funzioni ) = E sono anche delle variabili aleatorie.
Similmente vale il legame seguente.
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Le variabili aleatorie discrete sono delle variabili aleatorie che possono assumere solo un numero finito o
contabile di valori. Questi valori sono distinti e limitati.

Ad esempio, la variabile aleatoria che descrive il risultato di un lancio di un dado € una variabile aleatoria
discreta, poiché pud assumere solo 6 valori distinti (1, 2, 3, 4, 5 0 6). Anche la variabile aleatoria che
descrive il numero di successi in un certo numero di esperimenti indipendenti e identicamente distribuiti &
una variabile aleatoria discreta.

La distribuzione di probabilita di una variabile aleatoria discreta e descritta dalla funzione di probabilita
massima, che assegna una probabilita a ogni valore possibile della variabile. Questa funzione soddisfa la

proprieta fondamentale della probabilita che la somma delle probabilita di tutti i valori possibili della
variabile deve essere uguale a 1.
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variabile aleatoria assuma un determinato valore. La funzione di densita di probabilita discreta & una
variante della funzione di probabilita massima, con la differenza che la funzione di densita e definita su un
intervallo di valori anziché su un insieme di valori singoli. Questa funzione soddisfa la proprieta
fondamentale della probabilita che la somma delle probabilita di tutti i valori possibili della variabile deve
essere uguale a 1.
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La densita di probabilita di una variabile aleatoria discreta € una funzione che descrive la probabilita che la «

La distribuzione/legge di una variabile aleatoria descrive la probabilita che la variabile aleatoria assuma un
certo valore. La distribuzione di una variabile aleatoria & rappresentata da una funzione di probabilita che

puo essere discreta o continua.
Se la variabile aleatoria e discreta, la distribuzione e descritta dalla sua funzione di densita di probabilita

discreta.
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Sul modello delle prove ripetute ed indipendenti, si pud caratterizzare una variabile aleatoria di Bernoulli
Essa & una variabile aleatoria discreta che assume solo due valori, 0 o 1. Essa viene utilizzata per descrivere
la probabilita di successo o fallimento in un singolo esperimento che puo essere classificato come successo
o fallimento. La probabilita di successo & denotata come p e la probabilita di fallimento come (1 - p).

Ad esempio, se si lancia una moneta, la variabile aleatoria di Bernoulli potrebbe rappresentare I'esito del
lancio, con successo rappresentato da "testa" e fallimento rappresentato da "croce". La probabilita di
ottenere testa sarebbe p = 0.5, mentre la probabilita di ottenere croce sarebbe (1 - p) = 0.5.
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caratterizzata da una variabile aleatoria binomiale.

La sua densita discreta e data dal numero di successi e fallimenti in modo indipendente, quindi «
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Considerando T;, I'indice del primo successo in n prove ripetute, avremo una caratterizzazione che
considera successi/insuccessi ottenuti in un certo tempo.

L
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Da qui caratterizziamo la variabile aleatoria geometrica, che descrive il numero di tentativi necessari per
ottenere un successo in una sequenza di esperimenti indipendenti che hanno lo stesso risultato di successo
o fallimento con la stessa probabilita. Ogni tentativo viene rappresentato come una variabile aleatoria di
Bernoulli con una probabilita di successo p. La distribuzione geometrica modella il numero di tentativi
necessari prima di ottenere il primo successo.
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Variabili aleatorie discrete e valor medio «

Ora possiamo descrivere I'insieme delle distribuzioni notevoli di variabili aleatorie discrete.
Partiamo dalla definizione generale:
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Distribuzione di Bernoulli: La distribuzione di Bernoulli descrive un esperimento che ha solo due possibili
risultati, successo o fallimento. Ad esempio, il lancio di una moneta. La probabilita di successo, p, & fissata e
la probabilita di fallimento e (1 - p). La distribuzione di Bernoulli puo essere descritta da una funzione di
probabilita P(X = x) = pAx * (1-p)*(1-x), dove X € una variabile aleatoria che assume il valore 1 per successo

e 0 per fallimento.
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solo i valori-1 0 1 con la stessa probabilita di 1/2. E spesso utilizzata come funzione di base in molte

Distribuzione di Rademacher: La distribuzione di Rademacher descrive una variabile aleatoria che assume «
tecniche di modellizzazione della distribuzione di probabilita.
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Distribuzione binomiale: La distribuzione binomiale descrive il numero di successi in n esperimenti
indipendenti identici con la stessa probabilita di successo p. Ad esempio, il numero di volte che si ottiene un
risultato positivo in n test clinici. La distribuzione binomiale puo essere descritta da una funzione di
probabilita P(X = x) = (n choose x) * pAx * (1-p)*(n-x), dove X € una variabile aleatoria che descrive il
numero di successi, (n choose x) ¢ il coefficiente binomiale e p & la probabilita di successo.
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a caso senza reinserimento da un insieme di N elementi, di cui K sono successi. Ad esempio, il numero di
palline giuste estratte da un'urna contenente sia palline giuste che sbagliate. La distribuzione
ipergeometrica puo essere descritta da una funzione di probabilita P(X = x) = (K choose x) * ((N-K) choose
(n-x)) / (N choose n), dove X & una variabile aleatoria che descrive il numero di successi, (K choose x) € il
coefficiente binomiale e (N choose n) € il numero di modi per scegliere n elementi da N.

Distribuzione ipergeometrica: La distribuzione ipergeometrica descrive il numero di successi in n estrazioni «
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Distribuzione geometrica: La distribuzione geometrica descrive il numero di tentativi necessari per ottenere
il primo successo in una sequenza di esperimenti indipendenti con la stessa probabilita di successo p. Ad
esempio, il numero di volte che si deve lanciare una moneta prima di ottenere il primo risultato positivo. La
distribuzione geometrica puo essere descritta da una funzione di probabilita P(X = x) = p * (1-p)*(x-1), dove
X & una variabile aleatoria che descrive il numero di tentativi e p € la probabilita di successo.
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Distribuzione di Poisson: La distribuzione di Poisson descrive il numero di eventi che accadono in un
intervallo di tempo o in una regione specifica con una media di successo A, in particolar modo sapendo che
avvengono in un determinato intervallo di tempo o di spazio. Ad esempio, il numero di chiamate ricevute in
un call center in un determinato intervallo di tempo. La distribuzione di Poisson puo essere descritta da una
funzione di probabilita P(X = x) = (e*-A * A*x) / x!, dove X & una variabile aleatoria che descrive il numero di
successi.
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Distribuzione uniforme discreta: La distribuzione uniforme discreta descrive la distribuzione di una variabile
aleatoria che assume valori interi compresi tra un valore minimo e un valore massimo, con una probabilita
uguale per ogni valore possibile. La distribuzione uniforme discreta & spesso usata per descrivere la
distribuzione del risultato di un lancio di un dado o di un lancio di una moneta. La funzione di probabilita di
una variabile aleatoria uniforme discreta & datada: P(x) =1/ (b -a + 1) se x € compreso tra a e b, altrimenti
eo.
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Parliamo ora del valor medio per variabili aleatorie discrete. Esso € la somma di un valore moltiplicato per
la probabilita che appaia quel valore stesso. Il tutto sotto forma di serie. Si calcola come il prodotto del
valore di X e la probabilita che X assuma quel valore, sommati per tutti i valori possibili che X pud assumere.
Il valore medio € una misura di posizione che descrive la "tendenza centrale" di una distribuzione di
probabilita.
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Il valore medio di una variabile aleatoria dipende solo dalla distribuzione delle variabili aleatorie; cid
significa che la media non dipende dalla realizzazione specifica della variabile aleatoria, ma dipende solo
dalla forma della sua distribuzione. La distribuzione descrive la probabilita di ogni valore che la variabile
aleatoria puo assumere e, di conseguenza, descrive anche la media attesa del valore.

Ad esempio, se abbiamo una variabile aleatoria X con una distribuzione uniforme, sappiamo che la media e

uguale al centro dell'intervallo uniforme, indipendentemente da quale valore specifico X assume. La media
dipende solo dalla forma della distribuzione e non dalla realizzazione specifica della variabile aleatoria.

Esempi di calcolo:
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Il valor medio ha una serie di proprieta:
- Linearita: Se X e Y sono variabili aleatorie e a e b sono costanti, allora E(aX + bY) = aE(X) + bE(Y).

- Esistenza: Se X € una variabile aleatoria definita su un insieme finito o numerabile di possibili

risultati, allora esiste un valore medio.
- Invarianza sotto trasformazione: Se X & una variabile aleatoria e g(X) € una funzione continua e

invertibile, allora E(g(X)) = g(E(X)).
- Additivita: Se X e Y sono variabili aleatorie indipendenti, allora E(X + Y) = E(X) + E(Y).
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La formula di trasformazione del valor medio nel caso discreto per una variabile aleatoria X e una funzione f
e data da E(f(X)) = 2 f(x) * P(X = x), dove x & un valore possibile che la variabile aleatoria X puo assumere e
P(X = x) & la probabilita che X assuma quel valore. Questa formula e utilizzata per calcolare il valore atteso o

il valor medio di una funzione di una variabile aleatoria.
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La varianza nel caso discreto di una variabile aleatoria X € una misura della dispersione dei valori attorno al
valor medio. Puo essere definita come la somma delle probabilita ponderate delle deviazioni delle variabili
aleatorie dal loro valore medio, ovvero: Var(X) = E((X - E(X))*2). In altre parole, la varianza descrive la
distanza quadratica media tra ogni valore possibile che la variabile aleatoria X puo assumere e il suo valor
medio.
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Due variabili aleatorie reali X e Y sono dette indipendenti se la probabilita di verificare un insieme di eventi
associato a X non dipende dall'evento associato a Y e viceversa. Matematicamente, questo puo essere
espresso come P(X N Y) = P(X) * P(Y), dove n rappresenta l'intersezione.

In altre parole, I'indipendenza significa che I'occorrenza di un evento associato a X non influisce sulla
probabilita di un evento associato a Y e viceversa. Questo & un concetto importante in probabilita e
statistica, in quanto molte proprieta e teoremi si basano sulla presunzione di indipendenza delle variabili
aleatorie, in senso di dominio sui reali.
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Cio vale equivalentemente per le variabili aleatorie discrete, sapendo che, in particolar modo la seconda
conseguenza ha una caratterizzazione definita come legge/distribuzione congiunta, cioé la distribuzione
delle probabilita che descrive la relazione tra due o piu variabili aleatorie. Esso descrive la probabilita
congiunta di un insieme di valori possibili per ciascuna delle variabili aleatorie.
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Supponiamo di avere due variabili aleatorie discrete X e Y, con distribuzioni marginali date da:

P(X=1)=0.3
P(X=2)=0.4
P(X=3)=0.3
e

P(Y=1)=0.2
P(Y=2)=0.5
P(Y=3)=0.3

La distribuzione congiunta di X e Y & data da P(X=x, Y=y) per ogni coppia di valori (x, y). Ad esempio, per
calcolare P(X=2, Y=3), possiamo usare la distribuzione congiunta:

P(X=2, Y=3)=0.1

Questo significa che la probabilita che X=2 e Y=3 contemporaneamente & 0.1.

Nel calcolo della distribuzione congiunta ho effettuato una moltiplicazione tra le probabilita condizionali,
che descrivono le probabilita della comparsa di due eventi A e B in relazione tra loro, e le probabilita
marginali dei singoli eventi. Questo mi ha permesso di trovare la probabilita congiunta, ovvero la
probabilita che gli eventi A e B accadano insieme.

Dalla congiunta si puo anche esprimere la distribuzione marginale, d'altra parte, descrive la distribuzione di
probabilita per una sola variabile aleatoria, ignorando le relazioni tra le variabili. Cio viene ottenuto
sommando o integrando la distribuzione congiunta su tutti i valori possibili delle altre variabili. In altre
parole, la distribuzione marginale descrive la distribuzione delle probabilita per una variabile aleatoria,
considerando tutte le possibili combinazioni di valori per le altre variabili.

Supponiamo di avere due variabili aleatorie discrete X e Y e di conoscere la loro distribuzione congiunta
P(X=x, Y=y). Il calcolo della distribuzione marginale di X consiste nel sommare la distribuzione congiunta su
tutti i possibili valori di Y:

P(X=x) = X P(X=x, Y=y)
Il calcolo della distribuzione marginale di Y & analogo.

Un esempio pratico potrebbe essere quello di considerare X e Y come le variabili che descrivono i risultati
dei lanci di due dadi diversi. La distribuzione congiunta P(X=x, Y=y) descrive la probabilita che il risultato del
primo dado sia x e quello del secondo dado sia y, mentre la distribuzione marginale di X descrive la
probabilita che il risultato del primo dado sia x, indipendentemente dal risultato del secondo dado. Allo
stesso modo, la distribuzione marginale di Y descrive la probabilita che il risultato del secondo dado sia y,
indipendentemente dal risultato del primo dado.
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serie di potenze (momento secondo é il valor atteso per la potenza di ordine 2, il momento terzo & il valore

Qualche volta si pud parlare di momento; fondamentalmente si tratta di calcolare il valore atteso per una «
atteso per la potenza di ordine 3 e cosi via). Nel discreto e continuo si caratterizza cosi:
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Disuguaglianza di Markov-Chebyshev e approssimazione di Poisson «

Partiamo dalla definizione della disuguaglianza di Markov, che afferma che per due variabili aleatorie X e Y,
la varianza di X & sempre inferiore o uguale alla varianza di X + Y. In altre parole, la varianza di una somma
di variabili aleatorie non puo essere inferiore alla varianza di ciascuna variabile aleatoria che la compone.
Questa disuguaglianza ha molte applicazioni, ad esempio in ottimizzazione, elaborazione di segnali, e
modellizzazione di sistemi dinamici.
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Avendo X una variabile non negativa, la disuguaglianza ci dice che finché X & positiva, allora la probabilita
che X sia il doppio pili grande del suo valore atteso € al piu % e, piu in generale, la probabilita che una
variabile aleatoria ottenga valori molto pil grandi del suo valore atteso € piccola.

Vediamo poi la disuguaglianza di Chebyshev.

Essa afferma che una variabile aleatoria con varianza finita sia concentrata attorno al valore atteso. Piu
piccola la varianza, pil grande la concentrazione. Fornisce un limite ben piu forte di Markov.

Entrambe le disuguaglianze servono ad affermare che, nella maggior parte delle volte, le variabili aleatorie
non ottengano valori “inattesi”. La disuguaglianza di Chebyshev & un teorema matematico che fornisce un
limite inferiore per la varianza di una variabile aleatoria rispetto alla distanza del suo valore medio.
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Abbiamo una nozione importante, ossia la legge dei piccoli numeri, che va al di la del concetto di
equiprobabilita e considera la dimensione del campione rispetto ai possibili eventi e conseguenti esiti. In

particolare, a seguito di esperimenti ripetuti considerando un campione piu piccolo, & molto pit semplice

allontanarsi dal valore atteso, banalmente perché avendo meno valori da considerare vi € piu probabilita

che essa si approssimi ad un certo valore, sottostimando il numero di campioni per stime accurate. Essa fu

teorizzata da Kahneman.

Considerando una distribuzione binomiale, nel corso del tempo, possiamo approssimare asintoticamente,
tramite un grande numero di osservazioni e con una probabilita di occorrenza estremamente piccola, il
parallelismo con una Poisson.
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Vettori aleatori discreti

Definiamo un vettore aleatorio come una funzione definita sui reali fino a D dimensioni. Le componenti di

guesto vettori sono, chiaramente, variabili aleatorie reali. Occorre porre attenzione all’ordine delle
componenti.
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Se I'insieme & al pil numerabile, abbiamo un insieme “limitato” di numeri, quindi discreto. Esso & tale se e
solo se & composto da variabili aleatorie discrete.
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Qui approfondiamo meglio, attraverso questa generalizzazione, la densita discreta congiunta e le densita
marginali.
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Le densita marginali descrivono la distribuzione di una singola variabile all'interno di un sistema a due o piu
variabili, ma non forniscono informazioni complete sulla distribuzione congiunta di tutte le variabili. Per
ottenere la distribuzione congiunta e necessario considerare la relazione tra tutte le variabili.
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Per una famiglia di variabili aleatorie reali X e Y, si dice che X e Y sono indipendenti se e solo se la
distribuzione congiunta di X e Y & uguale al prodotto delle loro distribuzioni marginali: P(X,Y) = P(X) * P(Y).
Questo significa che la probabilita di osservare un certo insieme di valori per X e un certo insieme di valori
per Y non dipende dalla presenza dell'altra variabile. In altre parole, conoscendo il valore di X non influira
sulle probabilita di ottenere un certo valore di Y e viceversa.

In questo modo, possiamo dire che una famiglia di eventi indipendenti & una produttoria tra tutte le
occorrenze. Se le variabili della successione sono discrete, allora il loro prodotto corrisponde alle densita

discreta.
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Indipendenza, covarianza e correlazione

La covarianza tra due variabili aleatorie X e Y misura la loro relazione lineare. La covarianza € un valore che
indica se le due variabili tendono a crescere o diminuire insieme (covarianza positiva) o se tendono a
crescere in direzioni opposte (covarianza negativa). |l valore assoluto della covarianza non fornisce
informazioni sul grado di correlazione tra le due variabili, ma solo sulla direzione del loro cambiamento
congiunto.

Se X e Y sono indipendenti, la loro covarianza & pari a zero, poiché le informazioni su una variabile non
influiscono sul valore dell'altra variabile. In altre parole, non esiste alcuna relazione lineare tra le due
variabili e quindi la loro covarianza & nulla.

In pratica, la covarianza & importante nell'analisi dei dati perché fornisce informazioni sulle relazioni tra le
variabili e puo essere utilizzata nella modellizzazione per prevedere il comportamento delle variabili in
futuro. Inoltre, la covarianza & un ingrediente fondamentale nella definizione di un altro importante
concetto, la correlazione, che misura il grado di associazione tra due variabili.
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La covarianza ha una serie di proprieta. Si noti che se le variabili sono indipendenti, la covarianza come
detto sopra & pari a zero, dato che le informazioni su una variabile non influiscono sull’altra.
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Il coefficiente di correlazione & un valore che misura la relazione lineare tra due variabili aleatorie. Questo
valore varia tra-1 e 1 e indica il grado di associazione tra le variabili:

- Un coefficiente di correlazione pari a 1 indica una correlazione perfettamente positiva, cioé le due

variabili crescono o diminuiscono insieme in modo proporzionale.
- Un coefficiente di correlazione pari a -1 indica una correlazione perfettamente negativa, cioé le due

variabili crescono o diminuiscono in direzioni opposte in modo proporzionale.
- Un coefficiente di correlazione pari a 0 indica che non esiste alcuna relazione lineare tra le due

variabili.

Il coefficiente di correlazione e calcolato come il rapporto tra la covarianza delle due variabili e il prodotto
delle loro deviazioni standard. Questo normalizza la covarianza, rendendola indipendente dalla scala di
misura delle variabili, e la rende piu facile da interpretare. In pratica, il coefficiente di correlazione &
utilizzato in molte applicazioni, tra cui la previsione delle variabili, la modellizzazione dei dati, la verifica

dell'ipotesi e la scoperta di relazioni tra le variabili.
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Funzioni di ripartizioni per variabili aleatorie reali «

La funzione di ripartizione (o funzione di distribuzione cumulativa) per una variabile aleatoria X descrive la
probabilita che X assuma un valore inferiore o uguale a un dato valore x. La funzione di ripartizione, F(x), &
definita come:

F(x) = P(X <=x)

In altre parole, la funzione di ripartizione fornisce la probabilita che una variabile aleatoria assuma un
valore uguale o inferiore a un dato valore x.

La funzione di ripartizione & una proprieta fondamentale delle variabili aleatorie e fornisce un modo
semplice per descrivere la distribuzione di una variabile. Essa & continua e crescente da0 a 1 e ha come
limite inferiore 0 e limite superiore 1
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

La funzione di ripartizione determina univocamente la distribuzione di una variabile aleatoria reale. La
funzione di ripartizione F(x) descrive la probabilita che una variabile aleatoria X assuma un valore uguale o

inferiore a un dato valore x. Se conosciamo la funzione di ripartizione di una variabile aleatoria, possiamo

calcolare la probabilita che la variabile assuma qualsiasi valore in un intervallo determinato.

Inoltre, se la funzione di ripartizione & continua e crescente da 0 a 1, & possibile calcolare la densita di
probabilita della variabile aleatoria come derivata della funzione di ripartizione. La densita di probabilita

descrive la distribuzione continua della variabile aleatoria.

Si pu0 vedere che ricalca le proprieta fondamentali del calcolo integrale, sottraendo quindi la funzione
calcolata negli estremi superiore ed inferiore.
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Date tutte queste proprieta, si possono riassumere come segue. Il fatto che sia continua preserva la
convergenza in probabilita su un intervallo rispetto ad una variabile aleatoria.
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La distribuzione uniforme continua & una distribuzione di probabilita continua in cui ogni valore
nell'intervallo specificato ha la stessa probabilita di verificarsi.
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

La uniforme continua usa f(x) come costante su tutti i valori A bocse x‘“_ju - (J-c)-(?(:ﬂ =)

di x. A lato si vede che, considerando la stessa altezza, la = S0 - |

probabilita uniforme si calcola sottraendo gli estremi. Grazie 1 > d-c
d-cC

a questi, riusciamo uniformemente a “spezzare” a meta la
distribuzione nel calcolo di media/varianza (per quello
uguali), data infatti 'uniformita.

La distribuzione esponenziale € una distribuzione di probabilita continua che descrive il tempo trascorso tra
eventi avvenuti in un certo intervallo di tempo con una certa media. Essa € utile per descrivere il tempo
trascorso tra eventi come la vita di un componente elettronico, il tempo trascorso tra fallimenti di un
sistema o il tempo trascorso tra eventi in un processo Poisson. La distribuzione esponenziale & utilizzata in
molte applicazioni, come la previsione dei fallimenti, la modellizzazione della durata della vita e la
previsione del tempo tra eventi.
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Variabili aleatorie assolutamente continue «

Una funzione assolutamente continua e' una funzione per la quale vale il Teorema fondamentale del
calcolo integrale, sostanzialmente. Infatti si dimostra che la definizione di assoluta continuita non e' altro
che la richiesta di avere una specie di "derivata" che faccia tornare il Teorema di integrazione per parti.
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In particolare, una funzione, per essere assolutamente continua, deve essere definita dopo il calcolo

dell’integrale su ogni punto e non avere nessuna discontinuita.
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Diamo esempi di calcolo sulle varie distribuzioni date le nozioni appena descritte:
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)
Diamo inoltre alcune condizioni:
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In questo contesto si inserisce il metodo Monte Carlo: |a scelta di valori casuali, tali da avere una scelta
imparziale (unbiased) se permettiamo alla simulazione di crescere casualmente; grazie alla legge dei grandi
numeri siamo sicuri che, prima o poi, ci avvicineremo al valore medio. Piu misure ci sono, pil accurato ¢ il

risultato.

- Una simulazione Monte Carlo € un modello utilizzato per prevedere la probabilita di una serie di
risultati in presenza di variabili casuali, specie quando continue

- Le simulazioni Monte Carlo aiutano a spiegare I'impatto del rischio e dell'incertezza nei modelli di
previsione e predizione.

- Una simulazione Monte Carlo richiede I'assegnazione di pil valori a una variabile incerta per
ottenere piu risultati e poi fare la media dei risultati per ottenere una stima.
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

A livello di limite viene definita la convergenza del “p-quasi certamente”, che significa che a livello
discreto/continuo la distribuzione ha una regolare convergenza ad 1:
Una successione di variabili casuali (Xn)neN si dice convergere quasi certamente (o "quasi ovunque" se

non anche "P quasi certamente" intendendo con P la probabilita, abbreviabile come "P q.c") alla variabile
g.c. q.o.
casuale X, in simboli X, +X o X,, —» X, se
P( lim X, = X) =1
n—oo

Viene poi definita la distribuzione normale standard, intuitivamente definita come la distribuzione piu utile:
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Essa viene definita come I'approssimazione uniforme verso il valor medio. Normalmente & un tipo di
distribuzione “a campana” tipo cosi:

Si pud vedere quindi che si approssima attorno al valor medio, descrivendo qual & la “normalita” della
distribuzione di dati; se per esempio usassimo la distribuzione per rappresentare I'altezza, vedremmo che
gli estremi rappresenterebbero i bassi e gli alti e ci approssimiamo intorno ad un’altezza media.

Inoltre, le curve hanno una variazione misurata dalla deviazione standard (chiamata cosi proprio perché
devia rispetto alla normale standard).
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Possiamo parlare anche qui di valor medio e varianza per quanto riguarda le variabili continue. Per
calcolarle, utilizziamo necessariamente le variabili assolutamente continue
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Cio permette di determinare i valori “generali/notevoli” delle distribuzioni, applicando le nozioni date
precedentemente.
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Poi, il calcolo con i parametri della normale standard, da cui derivano le condizioni standard: @
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X ~ Wi
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Legge dei grandi numeri e teorema limite centrale

Citiamo anche i teoremi limite parlando della legge dei grandi numeri, dove in pratica si ha il concetto di
media empirica, descrivendo una equiprobabilita negli eventi delle distribuzioni.

Questa dice che, tendendo ad infinito, il valore atteso tendera per n al valor medio rilevato dai calcoli, tali
che non conta quante prove facciamo, convergera sempre.

Questo per descrivere il comportamento asintotico della media empirica di una successione di variabili
aleatorie reali.

Obiettio desonon. il compotonads scintstic
defle di  tae ccrcesuone

CX,«, 3'{__{” dil‘ (V-2 V’ﬂ&é' .

C@ﬂlﬂﬂlﬁvﬁ‘é J}- g.: = j‘L ZX e n TR0 |

A=l

Si parla inoltre di una serie di variabili i.i.d (indipendenti ed identicamente distribuite) qualora le variabili
hanno tutte la stessa distribuzione di probabilita; le variabili sono tutte statisticamente indipendenti.
L'abbreviazione i.i.d. (spesso anche iid, a volte 1ID) & particolarmente comune in statistica, dove le
osservazioni di un campione sono presupposte (pil o meno) i.i.d per l'inferenza statistica. Il presupposto (o
requisito) che le osservazioni siano i.i.d tende a facilitare la matematica di molti metodi statistici. Tuttavia,
nelle applicazioni pratiche, questo puo non essere sempre realistico.

Della legge dei grandi numeri esistono due versioni:
1) lalegge forte dei grandi numeri

Se, data una successione di variabili casuali X1, X5, ..., X, ... indipendenti e identicamente distribuite con media g, si considera la media campionaria
= X +X+--+ X,
X, =
n

la legge (forte) dei grandi numeri afferma che
P(lim X, =,u) =1,
n—ro0

ossia lo stimatore media campionaria converge quasi certamente al valore atteso comune delle X;.
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2) lalegge debole dei grandi numeri

Se, data una successione di variabili casuali X7, Xs, ..., X,, ... aventi la stessa media y, la stessa varianza finita e indipendenti, si considera la media
campionaria
- Xi+Xo+---+ X,
X, =
n

la legge (debole) dei grandi numeri afferma che per ogni € > 0:
lim P(|X, — =1.
Jlim P(|X, —pf <)

ossia la media campionaria converge in probabilita al valore atteso comune alle X;.

Generalmente, € comunque definita livello di limite da:
lim P X,—pl=e)=0 ¥==0

Ti—r 4

lim P(X,—p<e)=1 ¥==0

T—s 7

Similmente, il concetto di legge dei grandi numeri si estende allo spazio quadratico, descrivendo che “la
distanza della media empirica delle misurazioni tenda a 0”:
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Per far valere tale affermazioni, abbiamo varie proprieta (utili a livello logico):
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Di fatto, grazie a Chebyshev, possiamo utilizzare quanto descritto sopra per dare un limite, a parita di
distanza/varianza, al valore atteso e all’errore:
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Approfondiamo ora meglio I'integrazione Monte Carlo, che di fatto ¢ letteralmente un teorema della media
integrale:
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Si considera poi |'approssimazione del limite centrale, che considera la varianza e la successione di tutti gli
eventi come segue (utile perché si usa nelle gaussiane).

Il teorema limite centrale afferma che la distribuzione della somma di un numero elevato di variabili casuali
indipendenti e identicamente distribuite tende a distribuirsi “normalmente” (gaussiana),
indipendentemente dalla distribuzione delle singole variabili.

Per questo motivo siamo inclini a pensare che, usando la media campionaria, essa converge alla normale
standard, in quanto, in condizioni “standard”, il valor medio vale O e la varianza vale 1.
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Quanto sopra si dimostra esattamente qui:
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Statistica descrittiva

Definiamo poi la statistica descrittiva come la sintesi di dati attraverso funzione sui dati detti statistiche. In
particolare, matematicamente, consideriamo una successione finita di numeri reali in un insieme ordinato
sui reali, detto campione di numerosita n.

A tal proposito, possiamo definire la media campionaria, come una misura di tendenza centrale che indica
la posizione media di un insieme di dati. La media campionaria e calcolata come la somma dei valori dei dati
divisa per il numero di dati. | valori con frequenza massima sono i valori modali.

Esempio:

Supponiamo di avere i voti ottenuti da un gruppo di 10 studenti in un esame: 90, 95, 88, 92, 83,

87, 85, 86, 94, 91. La media campionaria puo essere calcolata come segue:
90+95+88+92+83+87+85+86+94+91)/10=90

In questo esempio, la media campionaria & 90, il che significa che la maggior parte dei voti &

intorno a 90.

Dato quindi un insieme di valori, abbiamo che la frequenza assoluta & il numero di volte che un
determinato valore o categoria si verifica in un insieme di dati.

Esempio:
Supponiamo di avere i risultati di un sondaggio sulla marca di gelato preferita da 100 persone.
Le marche disponibili sono: Gelato Algida, Ben & Jerry's e Haagen-Dazs. La tabella seguente

mostra le frequenze assolute per ciascuna marca:

Frequenza Assoluta
Algida

Ben & Jerry's

Héagen-Dazs

In questo esempio, la frequenza assoluta per Gelato Algida e 40, il che significa che 40 persone

hanno scelto Gelato Algida come la loro marca preferita di gelato.

Quanto appena descritto € la statistica sul centro dei dati, ma ne esistono diverse altre:
- d’ordine, intendendo minimo e massimo
- sulla dispersione dei dati, definendo
o lLavarianza campionaria, misura di dispersione che quantifica la deviazione media dei valori
di un insieme di dati rispetto alla media campionaria. La varianza campionaria viene
calcolata come la somma del quadrato delle deviazioni di ciascun valore rispetto alla media
campionaria, divisa per il numero di dati meno uno.
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La disuguaglianza di Chebyshev in statistica descrittiva afferma che per qualsiasi insieme di dati e qualsiasi
livello di tolleranza k, almeno il (1 - 1/k*2)% dei dati si trova all'interno di k volte la deviazione standard
dalla media.

Questa disuguaglianza & utile perché fornisce una stima inferiore rigorosa del numero di dati che si trovano
in una determinata regione intorno alla media. Ad esempio, se k = 2, la disuguaglianza di Chebyshev
afferma che almeno I'75% dei dati si trova entro 2 deviazioni standard dalla media.

Un esempio di applicazione della disuguaglianza di Chebyshev in statistica descrittiva & la verifica di
eventuali valori anomali in un insieme di dati. Se un valore si trova al di fuori di k volte la deviazione
standard dalla media, allora puo essere considerato un valore anomalo. In questo modo, la disuguaglianza
di Chebyshev puo essere utilizzata per identificare eventuali valori anomali che potrebbero influire sulla
rappresentazione dei dati.

In matematichese, data la media campionaria ed il campione, diamo una stima rigorosa della variazione dei
dati intorno alla media, mettendo tutto insieme:

D ( -Si)c]ueq [mze. s CA@E{‘;Z\@/ {voviionr cam/)r::mew'r;) i
g .'."BM ;(- (3 "V‘CJ.'z C&mp;wh;y}e & <
(= dev I'&g.&:ﬂf"er 5'/2“/% doud c2mp onsnta cfe,/ Cyn/?éphe.

(G Yietmy < AR

e S0, P_//ova [Pev atf».[ HKS0

] Hficfland i Ix=FI<xs} .

= z >- D -
3 2 f =1 foc b

— Biieflimndt TX=-XTL %S5 aeh 1

@) ‘ > SN Bl TN

B P T A At

@) = =

By X=Xy xsl

(o) -

Scritto da Gabriel




Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Avendo una permutazione crescente dei valori (distinguendo un insieme di 100 valori, con k compreso qui),
il percentile campionario k-esimo in statistica descrittiva € un valore che separa l'insieme di dati in k
percentuali uguali. Ad esempio, il 50° percentile, noto anche come mediana campionaria, separa l'insieme
di dati in due parti uguali, con la meta dei dati al di sotto e la meta al di sopra del valore del 50° percentile.

Il valore del k-esimo percentile puo essere calcolato ordinando i dati in modo crescente e individuando il
valore che corrisponde alla posizione (n * k/100), dove n & il numero di dati. Se la posizione non & un
numero intero, il valore del percentile viene interpolato tra i valori piu vicini.

Il percentile campionario & una misura robusta della posizione che non viene influenzata da valori estremi
come la media e la deviazione standard, ed & utile per descrivere la distribuzione dei dati in modo piu
dettagliato. Ad esempio, i percentili possono essere utilizzati per descrivere la distribuzione dei salari o dei
tempi di completamento di un compito in un insieme di dati.

In matematichese notiamo quanto sotto:
DC-Z : ({ PQ—-/C&*\{T{Q Complonzae K-cstmo , o /@{8,-.{00},

C}e/ Camlwaw& é C/LE;(F; c[-a
K /
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Lix sriy + K _nk ) & [Frmments . 1
z 0‘( I ) O-(W + i)
La covarianza campionaria in statistica descrittiva € una misura della relazione tra due variabili aleatorie. La

covarianza campionaria misura il grado di variazione congiunta delle due variabili e il loro senso di
relazione.

Se x e y sono le due variabili aleatorie, la covarianza campionaria (denotata come cov(x,y)) puo essere

calcolata come la media dei prodotti delle deviazioni di x e y dalle loro medie:
-

Covry = nt & (R (g~F),
c]cweﬂ e mecf;a C.emprbu&’}e- <1{‘. (Kﬂ")ttﬁ-fﬁ-mlf

? W‘C-z{r‘a. Campfbrlaﬂ;a cff‘ [("g-;B{*gff,,,ﬁf-

Se la covarianza campionaria é positiva, significa che x e y aumentano e diminuiscono insieme. Se la
covarianza campionaria & negativa, significa che x e y si muovono in direzioni opposte. Se la covarianza
campionaria e zero, significa che x e y non hanno alcuna relazione lineare.

Per avere una quantita che non dipenda dalla scelta delle unita di misura, si normalizza la covarianza
usando le deviazioni standard. Usiamo la correlazione campionaria, che esprime la forza e la direzione della
relazione lineare tra le due variabili.
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Essendo definita tra -1 ed 1, il fattore di correlazione varia rispettivamente da 1 e -1 qualora a > 0 oppure
< 0.
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Lettura delle tavole

Lettura tavola Normale Standard

?’{(ﬁ) > 0,98
£ools

D o2 £,06

Per calcolarla si cerca dentro le colonne delle coordinate di riga e colonna che diano un numero >=0.98.
In questo caso il numero & 2,06 e dall'immagine si mostra perché:

Z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 | 0.06 | 0.07 0.08 0.09

0.5279 05319 0.5359
0.5675 0.5714 0.5753
0.6064 0.6103 0.6141
0.6443 0.6480 0.6517
0.6808 0.6844 0.6879
07157 0.7190 0.7224
0.7486 0.7517 0.7549
0.7794 0.7823 0.7852
0.8078 0.8106 0.8133
0.8340 0.8365 0.8389
0.8577 0.8599 0.8621
0.8790 0.8810 0.8830
0.8980 0.8997 0.9015
09147 09162 09177
09292 0.9306 0.9319
0.9418 0.9429 0.9441
0.9525 0.9535 0.9545
09616 0.9625 0.9633
0.9693 0.9699 0.9706
09756 0.9761 0.9767
0.9808 0.9812 0.9817
0.9850 0.89854 0.9857
0.9884 0.9887 0.9890
0.9911 0.9913 09916
0.5932 0.9934 09936
0.9549 09951 0.9952
0.9962 0.9963 0.9964
0.9972 0.9973 0.9974
0.9979 0.5980 0.9981
0.9985 0.9986 0.9986

0.0 | 0.5000 0.5040 0.5080 05120 05160 0.5199
0.1 | 0.5398 0.5438 05478 0.5517 0.5557 0.5596
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 0.5910 0.5948 0.5987
0.3 | 06179 0.6217 0.6255 0.6293 0.6331 0.6368
0.4 | 0.6554 0.6591 0.6628 0.6664 0.6700 0.6736
0.5 | 0.6915 0.6950 06985 0.7019 0.7054 0.7088
0.6 | 0.7257 07291 0.7324 0.7357 0.7389 0.7422
0.7 | 0.7580 0.7611 0.7642 0.7673 0.7704 07734
0.8 | 0.7881 0.7910 07939 0.7967 0.7995 0.8023
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 0.8238 0.8264 0.8289
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531
1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 0.8708 0.8729 0.8749
1.2 | 0.8849 0.8869 0.8888 0.8907 0.8925 0.8944
1.3 | 09032 0.9049 0.9066 0.9082 0.9099 0.9115
1.4 | 09192 09207 09222 059236 0.9251 0.9265
1.5 | 0.9332 0.9345 0.9357 0.9370 0.9382 0.9394
16 | 09452 0.9463 0.9474 0.9484 0.9495 0.9505
1.7 | 0.9554 0.9564 0.9573 0.9582 0.9591 0.9599
1.8 | 0.9641 09649 09656 0.9664 09671 0.9678
1.9 | 09713 0.9719 0.9726 0.9732 0.9738 0.9744
| 2.0 |0.07730.0778—0-078 30788307 T =07 O0D
2.1 | 09821 0.9826 0.9830 0.9834 0.9838 0.9842
22 | 09861 09864 09868 0.9871 09875 0.9878
2.3 | 09893 0.98%56 0.9898 0.9901 0.9904 0.9906
2.4 | 09918 0.9920 0.9922 0.9925 0.9927 0.9929
2.5 | 0.9938 09940 0.9941 0.9943 0.9945 0.9946
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 0.9960
2.7 | 0.9965 0.9966 0.9967 0.9968 0.9969 0.9970
2.8 | 09974 09975 09976 09977 0.9977 0.9978
29 | 09981 0.9982 0.9982 0.9983 0.9984 0.9984
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Lettura Tavole con Poisson

Si calcola il parametro come al solito:

/]/p?!Z { q i grn\ 0:;0 %>

~—> O{fsl}'ffi»&@tk CJI( S G? f/’rta.na o/ Cl/f.ﬂ[W?Mo‘é';c?ne.
C[; Pc?zslsoﬂ dr' Paw&—ma(?b

A:f@(?-% = 2.

~> P(s €x) = ¥ (k)
[2iss(2)

gafa/fbvc. K&Wm:rv:w ’éaf,c Cj’t

£ (K > 098 .

Por'ss[?_)
{'24/0!3
~>  k=2¢
~> Stoco  per Mot M =G
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Anche qui serve cercare un valore maggiore usando la colonna di sinistra del parametro lambda.
In questo caso il parametro € uguale a 2 e quindi si trova nella stessa riga il primo numero >=0.98 in questo

caso e 5 e si mostra a pagina dopo il perché:

x =

1

0.02
0.04
0.06
0.08
0.10
0.15
0.20
0.25
0.30
0.35
0.40
0.45
0.50
0.55
0.60
(.65
0.70
0.75
0.80
0.85
0.90
0.95
1.00

1.1

1.2

1.3

14

1.5

1.6

1.7

1.8

1.9

0.980
0.961
0.942
0.923
0.905
0.861
0.819
0.779
0.741
0.705
0.670
0.638
0.607
0.577
0.549
0.522
0.497
0472
0.449
0.427
0.407
0.387
0.368
0.333
0.301
0.273
0.247
0.223
0.202
0.183
0.165
0.150

2.0

|0.135

L.000
0.999
0.998
0.997
0.995
0.990
0.983
0.974
0.963
0.951
0.938
0.925
0.910
0.894
0.878
0.861
0.844
0.827
0.809
0.791
0.772
0.754
0.736
0.699
0.663
0.G27
0.592
0.558
0.525
0.493
0.463
0.434
0.406

L.000
L.000
L.000
L.000
L.000
0.999
0.998
0.996
0.995
0.992
0.989
0.986
0.9582
0.977
0.972
0.966
0.960
0.953
0.945
0.937
0.929
0.920
0.900
0.879
0.857
0.834
0.809
0.783
0.757
0.731
0.704
0.677

L.000
L.000
L.000
L.000
L.000
(.999
0.999
0.098
(.998
0.997
0.996
0.994
0.993
0.991
(.959
0.987
0.984
0.951
0.974
(.966
0.957
0.946
0,934
0.921
0.907
0.5891
(L.875
0.857

L.000
L.000
L.000
L.000
L.000
0.999
0.999
0.999
0.999
(0.998
0.998
0.997
0.996
0.995
0.992
(0.989
0.986
0.981
0.976
0.970
(0.964
0.956
0.947

L.000
1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
1.000
0.999
0.999
0.999
0.998
0.997
0.996
0.994
0.992
0.990
0.987

Quello ¢ il parametro che abbiamo noi
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0.999
0.999
0.999
0.998
0.997
0.997
0.996

1.000
1.000
1.000
1.000
0.999  1.000
0.999  1.000
0.999 1.000

Primo parametro > 0.98 e quindi il numero e 5.

.



Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Parti utili Poisson

Cumulative probability, Poisson distribution

Al x =0 1 2 3 4 5 G 7 8 9

0.02 | 0980 1000

0.04 | 0961 0,999 1000

0.06 | 0.942 0.993  1.000

0.08 | 0,923 0.997  1.000

0.10 | 0905 0.995  1.000

0.15 | 0861 0.990 1000 1.000

0.20 | 0.819 09283 0.999 1.000

0.25 | 0.779 0.974 0.998 1.000

030 0.741 0963 0.996 1.000

035 | 0.705 0951 0.995 1.000

040 | 0.670 0938 0.992 0.999 1.000

045 | 0.638 0925 0.989 0999 1.000

0.50 | 0.607 0910 0936 0995 1000

055 | 0577 0894 0.982 0998 1.000

0.60 | 0.549 0878 0.977 0.997 1000

0.65 | 0.522 0.861 0.972 0.996 0.999 1.000

0.70 ) 0,497 0844 0966 0994 0.999 1.000

0.75 | 0472 0827 0.960 0993 0.999 1.000

ULED | 0449 ULslb L9530 0991 04999 1000

0.85 | 0,427 0.791 0.945 09589 0.998 1.000

0.90 | 0407 0.772 0.937 0987 0.992 1.000

0.95 | 0387 0.754 0.929 0954 0.997 1.000

100 0368 0.736 0.920 09581 0.996 0.999 1.000

1.1 0333 0699 0.900 0974 0995 0.999 1.000

1.2 0301 0663 0.879 0966 0.992 0.999 1.000

1.3 0.273 0627 0.857 0957 0989 0998 1.000

1.4 0247 0592 0.834 0946 0986 0997 0.999 1.000

1.5 0223 0558 0.809 0934 0981 0996 0999 1.000

1.6 0202 0525 0.783 0921 0976 0994 0999 1.000

L7 0183 0493 0.757 0907 0970 0992 0998 1.000

L& | 0165 0463 0.731 0891 0964 0990 0997 0.999 1.000

190150 0434 0.704 08756 0956 0957 0997 0.999 1.000

200 0,135 0406 0677 0857 0947 0953 0996 0999 1.000

221 0.111 0.355 0.623 0819 0927 0975 0.993 0998 1.000

2410091 0308 0570 079 0904 0964 0928 0997 0.999 1.000

260074 0.267 0518 0.736 0877 0951 0983 0995 0.999 1.000

2810061 0.231 0.469 0.692 0848 0935 0976 0992 0.998 0.999

3.0 0050 0.199 0.423 0.647 0815 0916 0.967 09838 0.996 0.999

3210041 0171 0.380 0.603 0.781 0.895 0.955 0983 0.994 (0.998

340033 0,147 0,340 0558 0744 08Tl 0,942 0977 0.992 (0.0407

3.6 0027 0126 0.303 0515 0.706 0.844 0.927 0.969 0.938 0.996

S DL Ly LB U.4ATE  DLGhE LS LG (LS DLAG0 UYsd DS
continuod on next pago
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Parti utili normale standard:

z 0.00 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.0 | 05000 05040 05080 05120 05160 05199 05239 05279 05319 05359
0.1 | 05398 05438 0.5478 0.5517 05557 05596 0.5636 05675 05714 05753
0.2 | 0.5793 0.5832 0.5871 05910 0.5948 05987 0.6026 0.6064 0.6103 0.614]

0.3 | 06179 06217 06255 06293 06331 06368 06406 06443 06480 0.6517
0.4 | 06554 06591 06628 0.6664 06700 06736 0.6772 0.6808 0.6844 0.6879
0.5 | 0.6915 06950 0.6985 07019 07054 07088 07123 07157 0.7190 07224
0.6 | 07257 07291 0.7324 07357 07389 0.7422 07454 07486 07517 0.7549
0.7 | 07580 0.7611 0.7642 07673 07704 07734 07764 07794 07823 0.7852
0.8 | 0.7881 07910 07939 07967 0.79%5 0.8023 0.8051 0.8078 08106 0.8133
0.9 | 0.8159 0.8186 0.8212 08238 0.8264 0.8289 08315 08340 0.8365 0.8389
1.0 | 0.8413 0.8438 0.8461 0.8485 0.8508 0.8531 0.8554 0.8577 08599 0.8621

1.1 | 0.8643 0.8665 0.8686 08708 0.8729 08749 0.8770 0.8790 0.8810 0.8830
1.2 | 0.8849 08869 08888 0.8907 08925 0.8944 0.8962 0.8980 0.8997 0.9015
1.3 | 09032 09049 09066 09082 09099 09115 09131 09147 09162 09177
1.4 | 09192 0.9207 09222 09236 09251 09265 09279 09292 09306 09319
1.5 | 0.9332 09345 09357 09370 09382 05394 0.9406 09418 09429 0.9441
1.6 | 09452 09463 09474 09484 0.9495 09505 09515 08525 0.8535 09545
1.7 | 0.9554 09564 09573 09582 09591 09599 0.9608 09616 09625 09633
1.8 | 0.9641 09649 09656 09664 0.9671 09678 09686 09693 09699 0.9706
1.9 | 0.9713 0.9719 09726 09732 09738 09744 09750 09756 09761 0.9767
20 | 09772 09778 09783 0.9788 09793 09798 09803 09808 09812 09817
2.1 | 09821 0.9826 09830 09834 09838 09842 0.9846 009850 0.9854 0.9857
22 | 09861 09864 09868 0.9871 09875 09878 09881 09884 09887 09890
2.3 | 09893 09896 0.9898 09901 09904 0.9%06 0.5%0% 09911 09913 09916
2.4 | 09918 09920 09922 09925 09927 09929 09931 09932 09934 09936
2.5 | 0.9938 0.9940 09941 09943 09945 09946 0.9948 09949 09951 09952
2.6 | 0.9953 0.9955 0.9956 0.9957 0.9959 09960 0.9961 09962 0.9963 0.9964
2.7 | 0.9965 09966 09967 0.9968 09969 09970 0.9971 09972 09973 09974
2.8 | 09974 09975 09976 09977 09977 09978 09979 09979 09980 0.9981

2.9 | 0.9981 0.9982 09982 09983 0.9984 09984 09985 09985 09986 0.9986
3.0 | 0.9987 09987 05987 09988 09988 09939 09989 09989 09950 09990
3.1 | 09990 09991 09991 09991 09992 09992 09992 05992 09993 0.9993
3.2 | 09993 09993 09994 09994 09994 09994 0.9994 09995 09995 0.9995
3.3 | 0.9995 0.9995 0.9995 0999 0.9996 05996 09996 09996 09996 0.9997
3.4 | 0.9997 0.9997 09997 0.9997 09937 09997 09997 09997 09997 0.9998
3.5 | 09998 09998 09898 09998 09998 09998 09998 09998 09998 09998
3.6 | 09998 (09998 (0.9999 09999 0.9999 0.9999 09999 09999 09999 0.9999
3.7 | 09999 09999 09993 09999 (0.9999 09999 0.9999 09999 09999 0.9999
3.8 | 09993 09999 09999 (.9999 0.9999 (0.9999 09993 09999 09959 09995
3.9 | 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000 10000 1.0000 1.0000 1.0000 1.0000
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Questi tre valori sono caratteristici di un insieme dati statistico. In particolare:

Media, moda, mediana

- Media & il rapporto tra la somma dei dati numerici e il numero dei dati
- Moda ¢ il valore che si presenta con maggiore frequenza
- Mediana e il valore centrale tra i dati numerici

Frequenza

Consentono di valutare l'ordine di grandezza delle
manifestazioni e servono per localizzare la
distribuzione, ovvero individuare attorno a quale
valore del carattere si accentra la distribuzione stessa.

Moda  Media
Mediana

MODA

MEDIANA

MEDIA Aritmetica

n

22X

X_L
n

Sono espressi nella stessa unita di misura con cui si
estrinseca il fenomeno

E' definita come il valore che ha la frequenza piu alta.

E' quel valore al di sotto del quale cadono la meta dei
valori campionari.

E' quel valore che corrisponde alla somma di tutti i valori diviso il numero
dei valori stessi.

Rappresenta il valore che sostituito a ciascun x; lascia invariata la intensita
totale (somma)

dove:
X, = esito i-ma misura - n = numero dei dati (taglia del campione)

Moda e media sono indici di posizione, poiché la loro variazione sposta appunto la posizione della curva
(verso destra o verso sinistra) in funzione del segno della variazione.

ESEMPIO 1

Numero di componenti familiari

0,5

Mean
hedian
Mode

0.3 + media
4513 02 s
4 0,1
4 0 -

1,000 3,000 5,000 7000 8000 11,000

05

Frequenze relative componenti nucleo famiiare

Media = 4.5 > 4 = mediana=moda

04

Ci sono pitl osservazioni alla sinistra della media

03

02

utilizzo strumento di analisi: statistica descrittiva

0.1 4

La distribuzione & pitl concentrata alla sinistra della media
MA
la coda é pili lunga a destra

8 10 11 12

studenti.xls
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ESEMPIO 2

altezza

media = 169 > 168 = mediana>Moda=160

é ALTEZZA

% M eap 169,011961 Ci sono pill osservazioni alla sinistra della media

? ng::n 123 La distribuzione & piu concer:rata alla sinistra della media
_5 la coda é pit lunga a destra

i; altezza - ampiezza = 1cm altezza - ampiezza=3cm

TILY

studenti.xls

MODA

La moda di una distribuzione di frequenze ¢ il punto centrale
della classe di misure piu frequente.

Distribuzione zeromodale: nessun valore ha una frequenza
piu elevata degli altri.

Distribuzione unimodale: ¢’¢ un solo valore con una frequenza

piu elevata degli altri. Es. [2,4,1,3,7, 3,5, 3]

Distribuzione bimodale: ci sono due valori con una frequenza

piu elevata degli altri. Es. [7,4,7,3,7, 3,5, 3]

MEDIANA

La mediana ¢ il valore che occupa la posizione centrale
quando le osservazioni di un campione sono ordinate in
base al loro valore.

Quando » é dispari, la mediana corrisponde al punteggio
dell’individuo numero (n + 1)/2.

Quando n ¢ pari, la mediana corrisponde al valore intermedio
tra il punteggio dell’individuo numero » /2 e il punteggio
dell’individuo (n/2) + 1.
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6,6.7,3.8,7,5.8,9975

I valor1 ordinati sono:

38,58, 6,6.7,7, 9975
2 middle values
: B+hk.7 e
Median = =F( 35
7
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Quantili e vari tipi

Oltre alla mediana, nella statistica descrittiva vengono usati altri indici di posizione detti quantili, i quali
dividono le distribuzioni in determinate percentuali. Questi sono detti indici di posizione non centrale o di
non centralita. A seconda delle percentuali in cui la distribuzione viene suddivisa, si classificano diversi tipi
di quantili:

- Mediana (quantile di ordine 1/2);

- Quartili (quantili di ordine 1/4, 1/2, 3/4);

- Decili (quantili di ordine 1/10);

- Centili o percentili (quantili di ordine 1/100).

Quartili

I quartili, come dice la parola stessa, si ottengono dividendo l'insieme
di dati ordinati in 4 parti uguali ed esattamente:

» il primo quartile 1 & il valore che lascia alla sua sinistra il 25%
degli elementi della distribuzione; Q1 & anche detto 25-esimo
percentile (Fy 25 ).

» |l secondo quartile (5 coincide con la mediana dato che & quello
che lascia alla sua sinistra il 50% dei dati della distribuzione; 2 &
anche detto 50-esimo percentile (P 5 ).

» |lterzo quartile @3 il valore che lascia il 75% degli elementi a
sinistra e il 25% a destra; (23 & anche detto 75-esimo percentile (

Py.75).

Percentili

| percentili, invece, dividono la distribuzione in 100 parti, ad esempio:

s il 1° percentile Py g; lascia alla sua sinistra un centesimo degli
elementi della distribuzione, ossia I'1%;

* 1 10° percentile Pg_l lascia alla sua sinistra il 10% degli elementi
delladistribuzione;

e il 50° percentile (che coincide con la mediana e conil secondo
quartile) lascia alla sua sinistra il 50% della distribuzione.

[ Y B
Decili
| decili, invece, dividono la distribuzione in 10 parti, ad esempio:

¢ il primo decile Py lascia alla sua sinistra un decimo degli
elementi della distribuzione, ossia il 10%;

s il terzo decile P 3 lascia alla sua sinistra il 30% degli elementi
della distribuzione;

¢ il quinto decile (che coincide con la mediana e con il secondo
quartile) lascia alla sua sinistra il 50% della distribuzione.
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Regola pratica per il calcolo dei
quartili e dei percentili

Per calcolare i quartili (o anche i percentili) di una distribuzione,
seguiamo i passi di seguito indicati:

1.Siordinano glin dati della distribuzione in ordine crescente;

2. Indicato con p il percentile in decimale (p = 0.25 per il 25°
percentile o 1° quartile,p = 0.37 per il 37° percentile), si calcola
il prodotto k = np;

3.se k& unintero, il quartile (percentile) si ottiene facendo la media
del k-esimo e del (k + 1)-esimo valore dei dati ordinati;

4.se knon &un intero, si arrotonda k per eccesso al primo intero
successivo e si sceglie come quartile (percentile) il
corrispondente valore dei dati ordinati

Esempio calcolo quartili

Calcolare il primo e il terzo quartile dell'insieme di dati

32.2 32 304 31 31.2 313 303 29.6 30.5
30.7

Ordiniamo i dati:

29.6 30.3 30.4 30.5 30.7 31 31.2
31.3 32 322

Per il primo quartile abbiamo:
n=10, p=0.25 k=np=25

Poiche k non & intero, si arrotonda per eccesso (k = 3): il primo quartile & il terzo dei
dati ordinati, ovvero,

Q; =304
Per il secondo quartile, ovvero la mediana, abbiamo:
n=10, p=05 k=np=5
Poiché k & intero, si fa la media tra il quinto e il sesto dato ottenendo

_30.7+ 31

3 = 30.85

Q2
Per il terzo quartile abbiamo:
n=10, p=0.75, k=np=75

Poiche k non & intero, si arrotonda per eccesso (k = 8): il terzo quartile & I'ottavo dei
dati ordinati, ovvero,

Qs =31.3
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Esempio calcolo percentili

Calcolare il 95-esimo percentile per i dati (gia ordinati) della seguente tabella

6.2 1.7 8.3 9.0 94 | 98 | 105 | 107 | 110 | 11.2
11.8 [ 123 [ 128 [ 13.2 | 133 | 135 [ 139 | 144 | 145 | 147
152 | 155 | 158 | 159 | 16.2 | 167 | 169 [ 17.0 | 173 | 17.5
17.6 | 17.9 | 18.0 [ 18.0 | 18.1 | 181 | 184 | 185 | 187 | 19.0
19.1 | 192 | 193 [ 194 | 194 | 20.0 | 20.1 | 20.1 | 204 | 20.5
208 | 209 | 214 | 21.6 | 21.9 | 223 | 225 | 22.7 | 22.7 | 229
23.0 | 235 |1 237 | 239 | 241 | 243 | 246 | 246 | 248 | 25.7
259 | 26.1 | 264 | 26.6 | 26.8 | 27.5 | 28.5 | 28.6 | 29.6 | 31.8

Seguendo lo stesso procedimento adottato per calcolare i quartili otteniamo:
n=80, p=0.95 k=np="7T6
Essendo kintero, si fala mediatra il 76-esimo e il 77-esimo dato. Risulta:

27.5+285
=

Pygs = 28

11 95-esimo percentile fornisce un'importante informazione: soltanto il 5% dei dati
sono maggiori di 28.

Calcolo quartili e percentili nel caso di dati
raggruppati

La formula gia vista qui per il calcolo della mediana nel caso di dati raggruppati in classi, si pué
adattare per il calcolo di qualsiasi quartile o percentile. Ad esempio, supponiamo di voler calcolare il
primo quartile e il 79-esimo percentile; una volta determinata la classe di appartenenza (vedi
procedura nel caso della mediana), le formule da utilizzare sono rispettivamente:

0.25 — fi-1
Qr=zi1+ (zi —z; I)W

e
0.79 — fi!

Porg = i1 + (2 — xi1)

fi-ft
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Indici di dispersione

| valori degli indici di posizione sono importanti per la descrizione sintetica di un fenomeno statistico, ma
non sono sufficienti per la comprensione complessiva del fenomeno in quanto non sono in grado di fornire

alcuna informazione sulla dispersione dei dati (omogeneita o disomogeneita).
Per cui si debbono analizzare altri indici statistici, detti appunto di misura della dispersione, quali i seguenti:

MISURE DI DISPERSIONE

X nax “Xomin RANGE
(Campo di variazione)
L -
~ 21X =X SCARTO MEDIO ASSOLUTO
i=1
1_ Ll —. VARIANZA
3 (% - X) (Media degli Scarti al Quadrato)
st = 1_ Y (X - X)? VARIANZA CAMPIONARIA
n—1%< (Calcolata da Excel)

s J L S (x-X)® DEVIAZIONE STANDARD CAMPIONARIA
i=1

COEFFICIENTE DI VARIAZIONE
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Stime @
Oggi studiamo le proprieta della stima che ricaviamo da un campione. Si chiama teoria della stima. La stima
statistica consiste nel trarre delle conclusioni su alcune proprieta statistiche della popolazione mediante
informazioni su campioni. La stima puo essere:
- Puntuale, sirisolve in un valore assunto a rappresentare una proprieta statistica (un parametro)
della popolazione
- Intervallare, si risolve nel fissare due valori, tra cui si presume sia compreso un parametro della
popolazione

Variabile casuale campionaria detta anche Statistica
campionaria ¢ una funzione che assume valore nell’universo
dei campioni, definita quindi rispetto alla n-pla di variabili

casuali (X],X ,“"JXH)

Basandoci sull’universo dei campioni possiamo valutare le
caratteristiche di una particolare statistica campionaria (es. la
media), analizzandone 1l comportamento su tutti 1 potenziali
campioni estraibili dalla popolazione

Una statistica campionaria ci permette di «stimare» il valore
della caratteristica incognita della popolazione. Questa
statistica si chiama «Stimatore»

Lo stimatore potra avere vari valori al variare del campione.

Il valore realizzato sul campione effettivamente osservato si
chiama «stimay.

Stimatore e stima

P: popolazione
X: variabile oggetto di studio con una sua distribuzione

0: Parametro incognito (media, varianza,...) da stimare
—>determinare un valore

C: (x;, x, .., x,) = campione casuale bernoulliano di n
elementi da P,
(X, X, .., X,) —> variabili casuali indipendenti e

identicamente distribuite

Stimatore: T=f (X, X, ..., X)) per un caratteristica/parametro
di X
Stima puntuale: t=f(x,, x5, ..., X, )
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Differenza tra stimatore e stima

Lo stimatore € una variabile aleatoria nell’universo dei
campioni:

I'=f(X, X, .., X ) stimatore puntuale

¢ una variabile aleatoria funzione di variabili aleatorie.

La stima non ¢ una variabile ma un valore:

t = f{x, x, ..., x,) stima puntuale

¢ una costante del campione, una determinazione
empirica di 7, ossia di uno stato di grandezza di tale
variabile

(Quando si conosce la famiglia di appartenenza delle v.a. che formano il c.c.s.,
non si conoscono i parametri caratterizzanti la distribuzione stessa, ma una
sua funzione.

Tale funzione, T, = T(X,,...,X,,), si chiama stimatore (puntuale) del
parametro 6 della distribuzione.

La quantita T'(z,,...,x,) = 6 si chiama stima (0 statistica) del parametro.
E bene osservare che, a seconda del campione estratto, si avra una stima
diversa, dunque T(X;,...,X,,) = T,, avra una propria distribuzione, detta

distribuzione campionaria.

Proprieta di uno stimatore

* Lo stimatore ¢ uno strumento teorico che permette di
dare dei giudizi sulla bonta della stima.

« E necessario individuare lo stimatore piu adeguato per
stimare 1 parametri della popolazione.

 Proprieta finite: valgono per qualsiasi numerosita del
campione

» Proprieta asintotiche: valgono solo per campioni di
grande numerosita

Scritto da Gabriel



Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Proprieta finite di uno stimatore

* Correttezza: riferita al valore atteso
« Efficienza: riferita alla variabilita

Definizione di Correttezza: uno stimatore T & corretto se il suo valore
atteso coincide col parametro 0 che si vuole stimare

E(T)=6
+ Fra tutti 1 campioni ce ne sono alcuni che forniscono sotto-stime e
altr1 sovra-stime del parametro, altri ancora che danno valori
molto lontani, altri molto vicini o anche uguali, Stimatore &

corretto se sovra-stime e sottostime si compensano, € in media lo
stimatore coincide con il valore vero incognito del parametro.

»  Uno stimatore non corretto si dice distorto e indichiamo con B la

distorsione B(T)= E(T)-6

Correttezza. Lo stimatore T}, si dice corretfo o non distorto se il suo valore
atteso coincide con il valore teorico del parametro # da stimare:

E(T,) =4

Se lo stimatore non é corretto, si dice anche essere distorte. La quantita
b(T,) = E(T,) — 6 # 0 si chiama distorsione o bias dello stimatore.

Esempio

Si considerino 1 due stimatori T, e T,

E(Ty)

iE{m

-2 -1 o 1 '.} 3 4 5 3 7 8 9 10
: 9

[ p—
distorsione di T,

T, ¢ corretto mentre T, no € quindi distorto
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Media Aritmetica campionaria

Esempio: La media aritmetica campionaria & uno stimatore corretto

per la media della X nella popolazione.
E(X)=u?

«Lo abbiamo visto empiricamente  nell’esempio sul voto di
maturita, vediamolo ora teoricamente

X, E(X))
- 4 - ny
E(X)=E|" =1 ===
n n n

u

La dimostrazione si basa:

« sulla proprieta per cui il valore atteso di una somma ¢ uguale alla
somma dei valori attesi

«Tutte le X, hanno la stessa media # in virta del piano di
campionamento bernoulliano

Correttezza

Distribuzione campionaria

Distribuzione campionaria
. di ¥ (corretta)

della mediana campionaria
(distorta)

Distribuzione

/di popolazione

u

Varianza campionaria

Esempio: La varianza campionaria ¢ uno stimatore corretto per la

varianza della X nella popolazione?
ES)=0"?

Lo stimatore S € definito come:
2 (X i~ X )2

n

S =

Si dimostra che s
E(S)= o

Pertanto lo stimatore ¢ distorto
Uno stimatore corretto si pud ottenere n questo modo

Z(X‘.—XT

n-1

S:
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Efficienza di uno stimatore

» Un'altra proprieta desiderabile per uno stimatore & quella di
essere poco variabile, quindi di determinare in media stime
del parametro piu vicine al valore vero incognito

« La variabilita solitamente ¢ misurata dalla deviazione
standard che nel caso di uno stimatore ¢ anche detta errore
standard.

 Efficienza ¢ una proprieta relativa e riguarda la variabilita di
uno stimatore.

» Uno stimatore ¢ detto piu efficiente di un altro se determina
stime del parametro piu vicine al vero valore, in media,
rispetto ad altri stimatori.

* Si parla di efficienza di uno stimatore in termini di
confronto con quella di un altro stimatore

Efficienza. Lo stimatore T;, si dice efficiente se rende minimo il grado di
dispersione della sua distribuzione, rispetto al parametro 8 oggetto di
stima.

Dati due stimatori T,El} e T,{,Z), si dice che T.,El} ¢ pid efficiente di T,EZ)
se

EQM(TY) < EQM(T?) .

Se i due stimatori sono corretti, per quanto detto finora, EQM(T,,) =
Var(T,), dunque T,{,,l) ¢ piu efficiente di Tf(lz) se

Var(T{) < Var(T?) .

Scritto da Gabriel



Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Una statistica T, = T,( X1, ..., X,,) risulta il miglior stimatore del parametro
f se ¢ il pin efficiente tra gli stimatori corretti e consistenti.

Nella pratica, si usa il metodo BLUE (Best Linear Unbiased Estima-
tor), che consiste nello scegliere lo stimatore nella classe degli stimatori lin-
eari, corretti, con varianza minima. Tale risultato discende dal teorema di
Cramer-Rao, che fornisce un valore che minimizza la varianza, dato da

1
n-E 2 (Inf(x,0)]

Un metodo per determinare la stima puntuale dei parametri va sotto il
nome di metodo della massima verosimiglianza. Siano Xy, ..., X, nv.a.iid.,
con densita f(x;,0), i=1,...,n.

Consideriamo la quantita (nota come funzione di verosimiglianza)

L(Xy, ..., X 0) =TI f(::0) .

Cerchiamo il valore da assegnare al parametro @ affinché la funzione di
verosimiglianza sia massima (i.e., assuma il valore piil grande possibile.) Per
far questo, se L(X, ) ¢ derivabile rispetto a 8, allora esistono le derivate di L.
Si procede ponendo uguale a 0 tali derivate e si risolve il sistema cosi ottenuto.
Per alleggerire i calcoli, invece di considerare la funzione di verosimiglianza
L, si preferisce studiare la funzione di log-verosimiglianza, In(L).

Efficienza

Per valutare la variabilita di T intorno a @ possiamo usare la
varianza (o anche I’errore standard) ma se lo stimatore & distorto
¢ piu opportuno usare 1’errore quadratico medio dato dal valore
atteso della differenza al quadrato tra lo stimatore e il valore

incognito che si vuole stimare:
MSE(T) = E[(T - 6)F
Si dimostra che:
MSE(T) = E[(T - 6)] =Var(T)+ B(TY

Var(T) = E[T - E(T)T
dove

Diciamo che lo stimatore T1 ¢ piu efficiente di T2 se

MSE(T,) < MSE(T,)

Per tutti 1 possibili valori di 0

Con MSE = Mean Squared Error
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Efficienza

Se lo stimatore € corretto e quindi é nulla la distorsione si ha:
MSE(T) =Var(T)
Dati due stimatori corretti 7, e T,. Si dira che 7, é piu efficiente

di 7,se Van(T)) <Van(T,)

04

0,3

0,2

0,1

E(T1) S

0,0

Proprieta asintotiche
Consistenza
Lo stimatore I» di un parametro @, dove I’indice indica la
dipendenza dello stimatore dalla numerosita campionaria, € uno
stimatore consistente in media quadratica se

lim MSE(T,) = lim E(T, - 6)* =0

n=—»0oc

Quindi
lim MSE(T )=0 se e solo se ImVan(7,)=0 1limB(T,) =0

H—x n—s

Correttezza asintotica
Uno stimatore I, di un parametro ¢ uno asintoticamente

corretto se: l]InE(.'I;) =0

H—>w0

per ogni possibile valore di g
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Consistenza. Lo stimatore T}, si dice consistente (in media quadratica) se,
al crescere della taglia n del c.c.s., la distribuzione campionaria di 7;,
si concentra sempre di pill attorno a #, cioé

lim E[(T, —6)*] =0.

TL—+D0

La quantita E[(T,, — 0)?] si chiama errore quadratico medio (EQM) e
misura di quanto, in media, le realizzazioni di T,,, su tutti i c.c.s. di
taglia n, distano da 6.

Una formula operativa per il calcolo di EQM é la seguente:
EQM(T,) = Var(T,) + ¥(T,)

Infatti:

EQM(T,) = E[(T, — 6)% = E[T? + 6> — 20T},]

E[T?] + 6* — 20E[T,)

E[T.]* — E|T,]*> + E[T? + 6* — 20E[T,,]
Lf

ar(T,) + b*(Ty,) .

Distribuzione di probabilita di alcuni stimatori

* Se la variabile X nella popolazione si distribuisce normalmente anche la media
aritmetica campionaria si distribuisce normalmente

* Se la X non ha distribuzione normale (ad esmpio bernoulliana) possiamo fare
ricorso al

Teorema del Limite Centrale: la somma (o la media) di un numero
elevato di variabili casuali indipendenti con la stessa
distribuzione ¢ approssimativamente una normale.

* In altre parole per campioni casuali di elevata ampiezza n, la distribuzione di
una qualsiasi variabile casule campionaria che presenta queste caratteristiche
ha approssimativamente una distribuzione normale.

*  Quindi nel caso di variabile X bernoulliana nella popolazione, lo stimatore
Media aritmetica campionaria ha per grandi campioni distribuzione
approssimativamente normale

*  Queste considerazioni servono per costruire intervalli di confidenza e vericare
ipotesi
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Distribuzione degli stimatori

Media campionaria. Sia {X;,..., X, } unc.cs. estratto dalla popolazione.
Si definisce media campionaria la v.a.

Xi4++ X, 1
= —1 + + = - X‘: .
T n =1

X:

Valore atteso di X : se E(X;) = p, per ognii = 1,...,n, allora

=q.

n n

E(X):E(X‘+"'+X") _ E(Xy)+- -+ E(X,)

Quindi, la distribuzione della media campionaria ¢ centrata sulla media
delle singole v.a. che formano il campione. QQuesto garantisce che la
media campionaria & uno stimatore corretto della media di popolazione.

Varianza di X : se Var(X;) = o2, per ogni i = 1,...,n, allora

e 2
Va-]r-[:X) = Va.?- (M) = Va.]r- (&).}. . -+Vﬂ.?' (é) [ U_ .

n n n

(Quindi, la varianza della media campionaria é inversamente proporzionale
alla taglia del c.c.s. Inoltre,

EQM(X)=Var(X) = 0, se n = oo,

ossia, la media campionaria ¢ anche uno stimatore consistente della
media di popolazione.

Se X; ~ A (p,02),i=1,...,n, allora X ~ A (pu,02/n). (senza di-
mostrazione).

Se, invece, il c.c.s. {X;,..., X, } non proviene da una popolazione gaus-
siana, ma la taglia del campione ¢ abbastanza grande, e supponendo
m = E(X;),v* = Var(X;), i = 1,...,nsi ha X ~ A4 (m,v?/n) (la
dimostrazione segue immediatamente dall’applicazione del Teorema del
limite centrale ).

Scritto da Gabriel



Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Varianza campionaria. Sia {X;,..., X,,} un c.c.s. estratto dalla popo-
lazione. Si definisce varianza campionaria la v.a.

Valore atteso di S? : innanzitutto, osserviamo che

52— :I (X, — X)? = :LZ(X%LXZ—QXX)
i=1 =1

1 T I 1 mn _ l TL _
— ;;Xﬁ;;p—?ggxﬁ

1 T I _, _1 mn
= 5;X3+X2_2X5 3 X;

‘ﬂ.)_(

1 T I _ _ 1 T _
==Y X2 X?T2x?=-) X2 x?

Dunque, si ha;
1= vy o 1 — _
=FE|- X2 -X?) =~ E(X?) - E(X?).
(A3 -wt) - 23 men - sy

D’altro canto, posto m = E(X;) e v? := Var(X;),i =1,...,n e ri-
cordando la formula operativa E(X?) = Var(X;) + E(X;)? = v* + m?
della varianza di v.a., avremo quindi

T

! Z(Va? (X)) + E(X,)?) — (Var(X) + E(X)?)

v?
== Z(r +m? (— + mz)
n n

w2 2
=vi+m——-—-m?=(n-1)—.
n n

E(S%)

Questo ci dice che la varianza campionaria non ¢ uno stimatore cor-
; 2 v
retto, in quanto E(S%) # =.

Si pud correggere la varianza campionaria nel seguente modo:
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S? si chiama varianza eampionaria corretta. Inolire, si puo dimostrare
(ma noi non lo faremo) che

EQM(S%) =Var(58?) = 0, sen — oo,

ossia, che la varianza campionaria corretta ¢ anche uno stimatore con-
sistent e della varianza di popolazione.

Seil c.c.s. proviene da una popolazione gaussiana, S? & uno stimatore

efficiente (senza dimostrazione).
Sidimostra che )

5%~

2
Xn—1 s

n—1
da cui

52 ~ X:Q:.—l .

Intervalli di confidenza: classici, unilaterali e bilaterali

Stima per intervalli

Se il carattere in una popolazione ha una
distribuzione normale con media p e varianza o2,
anche lo stimatore della media Th=X si distribuisce
come una normale con media p e varianza o* /n,

dove n & la numerosita del campione
Possiamo usare tale risultato per chiederci:

Quali sono gli estremi dell'intervallo all'interno del
quale il nostro stimatore per una prefissata
percentuale di possibili risultati campionari?

Tale percentuale si chiama livello di confidenza ed
€ usualmente indicata come (1-a), con a compreso
traOe1.

Con la stima puntuale, si ottiene un valore empirico approssimato del parametro
da stimare. Quindi, se si conoscesse la distribuzione campionaria della sta-
tistica usata per la stima, si potrebbe valutare il grado di errore commesso

e determinare, con una probabilitda molio prossima a 1, 'intervallo in cui si
trova il valore vero del parametro che stiamo stimando.

Si chiama intervallo di confidenza 'intervallo [0, Omaz] tale che

P(‘gmin ggggmm) e

dove a rappresenta il livello di significativitd misurato in percentuale, della
stima effettuata.
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Stima intervallare: ’intervallo di confidenza

* Per avere un’informazione pit completa sul parametro incognito
che vogliamo stimare, & utile dare indicazioni su quanto precisa sia
la stima rispetto al vero valore del parametro.

* Le indicazioni sulla precisione della stima puntuale sono basate
sull'ampiezza della stima intervallare di un parametro.

*+ Poiché le stime intervallari contengono 1l parametro con un certo
livello di fiducia, essi vengono indicati come intervalli di
confidenza.

+ Un intervallo di confidenza per un parametro ¢ un intervallo di

valori entro cui si ritiene ricada il valore di un parametro.

« La probabilita associata al fatto che l'intervallo contenga il
parametro ¢ denominata livello di confidenza. Questo ¢ un
numero prossimo a 1, tipicamente 0,95 o 0,99 indicato come

l-«

Intervallo di confidenza

» La costruzione di un intervallo di confidenza ¢ legata alla
distribuzione campionaria dello stimatore puntuale.

. In termini non rigorosi per costruire un intervallo di
confidenza, si1 aggiunge ¢ si sottrac dalla stima puntuale un
multiplo del suo errore standard.

* Questo multiplo dell'errore standard ¢ 1l margine di errore.

* Un intervallo di confidenza ¢ quindi dato da:

Stima puntuale + Margine di errore

Definizione 6.0.1 (Intervallo di confidenza). Sia X, Xs, ..., X, un campione statistico

e sia # un parametro (ignoto) che caratterizza la distribuzione del campione.
Siano L; = [;( X1, Xo,. .., Xp) e Ly =1,(X1,Xo,..., X,,) due statistiche del campione e

sia @ € (0,1). Dico che I'intervallo (L;, Ls) € un intervallo di confidenza (o di fiducia) di
livello 1 —a se P(# € (Li, Ls)) = 1 — a, ovvero che (L;, Ls) & un intervallo di confidenza
(o di fiducia) di errore a se P (0 ¢ (Li, Ls)) < .

Dico che la semiretta (L;, +0oc) € un intervallo di confidenza unilaterale superiore di
livellol —aseP(f > Li)>1 -«

Dico che la semiretta (—oo, Ls) € un intervallo di confidenza unilaterale inferiore di
livellol —aseP(f < Ls)>1—-a
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Osservazione 6.0.3. 1. La scelta dei nomi delle due statistiche non & casuale: L; sta
per limitazione inferiore mentre L, sta per limitazione superiore.

2. Di solito si & interessati a piccoli valori di a, piti precisamente a a € (1072,1071).

3. La disuguaglianza di Chebyshev ¢i ha fornito un intervallo di confidenza per la

media ¢ del campione nel caso in cui la varianza o2 sia nota

P(|X—pul2t)<—  ¥t>0

ovvero

cioe
— — a

P(X—:<;L<X+z)21—t—2 vt > 0.

a

Ja

Fissato a € (0,1) seelgo t = . La disuguaglianza di Chebyshev si legge allora

X —

— o a
J— E— e .
( \/a<,u<X+ )_1 o Yo € (0,1)

Va

6.1.1. Campione gaussiano di cui & nota la varianza
Intervallo bilaterale

Sia X1, X3, ..., X,, un campione gaussiano di media p incognita e varianza o nota.
Sia Z una v.a. gaussiana standard e sia « € (0, 1). Caleolo P (|Z| < zl_%):

=1—-q«
— o? X - o
Sappiamo che X ~ N (,u., —) e che dunque —— ~ A (0,1). Applichiamo quindi la
\ n %=
. . X—p
disuguaglianza (6.1) a ———. Si h
T
X - -X
1_0=]P(| - ,u| 521—%) =P(_zl—% < & 3 Szl—%)
Vi Vi
—0oz_a __ oZzZ_=a
=P(__LAS#_X§ 12) (6.2)
n n

L’intervallo

f 0‘21_% f O‘Zl_%
TR T TR

¢ dunque un intervallo di confidenza di livello 1 — « per la media ;o del campione.
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Intervallo unilaterale superiore

Sia Z ~ N (0,1). Sappiamo che
P(Z<t)=1—a seesolose t=2z1_4,.

Abbiamo dunque

7_ = —a v —a
1—a=P(=—F <z, =P(X—;J,S&)=P(JJ,ZX—JZI ‘).
= N Jn

Quindi la semiretta
— OZi-a
X — .
( vn +x)

e un intervallo di confidenza unilaterale superiore di livello 1 — .

Intervallo unilaterale inferiore

Sia Z ~ N (0,1). Sappiamo che
P(Z=zt)=1—a seesolose P(Z<t)=a seesolose 1=z,

Abbiamo dunque

y_ v (s >~ (s
l—-a=PFP J!LZZQ =]P‘(X—,uzozt)=]P‘(,uSX—Jzt).
v Vvn Vvn

Quindi la semiretta

@ un intervallo di confidenza unilaterale inferiore di livello 1 — a.
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Costruzione di un intervallo di confidenza.

1. Sisceglie il livello di confidenza e (oppure 1 — a)
2. Siidentifica uno stimatore 7" di #

3. Sicerca una funzione di 7' e di 0, detta quantitd pivolale e indicata con
Q(T,0), la cui distribuzione di probabilita sia completamente nota

4. Indichiamo con ga 3 € gi—q/2 i quantili della quantita pivotale di ordine
a/2 e 1 — a/2, rispettivamente, e si scrive I'intervallo di confidenza
come segue:

Plgajpp SO< qioapr) >

5. Siricava I'intervallo di confidenza, risolvendo la disequazione rispetto
al parametro #

Maggiori al riferimento: https://www.corsi.univr.it/documenti/Occorrenzalns/matdid/matdid247804.pdf

Intervallo di confidenza per la media

+ Consideriamo una variabile X distribuita normalmente
X =N(u,0%)

con media incognita e varianza che ipotizziamo nota.

* Si sa che lo stimatore media aritmetica campionaria Allora
2

X= N(#,J—]
n

+ Standardizziamo la variabile

g X-u

of/\n
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Intervallo di confidenza per la media

* Si puo determinare la probabilita di un valore compreso tra due
valori+z e—z

* Scegliamo come valore di confidenza |- =095

» allora dalle tavole appositamente calcolate per la normale

standardizzata sappiamo che *Za/2 = 196 ¢ -z, =-196

p(-2q/2 <z <+24,)=1-a

P[-ﬁan <(;/;ll< +3uzz]= I-a
n

p[f—:a,ﬁ/\j;<p <f+:a,30/\/;)=l—a

Livello di confidenza

Intervallo di confidenza

Intervallo di confidenza per la media
Si ha auindi
1,960

— 1,960 - - -
pl X - <u<X+ =1-0,05=0,95
\-J'" ;H . ‘

La quantita
o

Jn

E aleatoria fino a quando non estraiamo un campione. Possiamo
solo dire che 1l 95% degli intervalli cosi costruiti contiene il valore
incognito X

X £1,96 %

Estraiamo quindi il campione e allo stimatore X sostituiamo la
stima nel campione X allora determiniamo uno dei possibili
campioni _ o
P X =1,96 x T
n

Che contiene 1l valore g con un livello di confidenza del 0,95
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Esempio

La temperatura massima X a Palermo nel mese di aprile si
distribuisce come una normale di media incognita ¢« e di varianza
pari a 50.

La media delle temperature massima registrate negli ultimi 25 giorni
dello scorso aprile ¢ risultata 27. Si  costruisca 1" intervallo di
confidenza al livello 0,95.

La varianza della temperatura & 50, e quindi la varianza della media
campionaria ¢ 0" /n=50/25=2

¥+196x2

Xx+196x1,41

Xx=28
Estremo inferiore 27-2,8=242 Estremo superiore 27+2,8=29,8

[24,2; 298]

Intervallo di confidenza per la media
Grandi campioni

Qualora la varianza ¢? non sia nota allora si deve stimarla. Si usa
in questo caso la varianza campionaria corretta

2 (X i X )2
n-1
Che nel campione estratto diventa

§* =

i

2 Z(x! —x)

s =

n-1
P P — (o)
Questa quantita si sostituisce nella formula % *1.96x =
Ottenendo _ s
B o 1,96 * T
n

Questo risultato vale se la numerosita del campione ¢ elevata. Se il
campione ¢ piccolo allora bisogna procedere in modo diverso
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Intervallo di confidenza per la media
Piccoli campioni

La variabile X -u
s/\/n

Non ha piu distribuzione normale standardizzata ma distribuzione
di probabilita detta t di Student.

*La distribuzione ¢ ¢ campanulare e simmetrica intorno alla media
0.

*La sua deviazione standard ¢ leggermente piu grande di 1 e il
valore esatto dipende da quelli che vengono chiamati gradi di
liberta indicati con gd! che sono pari a n-1

* La distribuzione ¢ presenta un'ampiezza leggermente diversa per
ciascun differente valore dei gd!.

*Quanto piu elevato ¢ il valore dei gd! tanto piu la distribuzione
tendera a rassomigliare a una normale standardizzata.
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Probabilita e statistica semplice (per davvero)

Intervallo di confidenza per la media
Piccoli campioni-Esempio
Torniamo all’ esempio sulla temperatura a Palermo. Immaginiamo

quindi di non conoscere la varianza. Sappiamo pero che nel
campione la varianza campionaria corretta € risultata pari a 75

La varianza della media campionaria € o?/n =75/25=3
'f e ra.-‘Z;n—] X .\/5

Dalle tavole della t per
l-a=095 a/2=0,025

N=1=24 1150 =2,0639

Xx1,,, x\3 27220639173 27357
Estremo inferiore 27-3,57=23,43 Estremo superiore 27+3,57=30,57

L’ intervallo ¢ pitt ampio di quello del caso di varianza nota
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